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RESUMEN. En este trabajo estudiamos los rudimentos de la teoria del invariante de Hopf.
En primer lugar, presentamos varios resultados relevantes sobre la teoria de variedades
diferenciables: regularidad, aproximacién, homotopfia, integracién y cohomologia. A con-
tinuacién, definimos el grado de Brouwer-Kronecker de una aplicacién continua mediante
cohomologia de de Rham y aproximacion, y estudiamos algunas de sus propiedades. Més
tarde, hacemos lo mismo para el invariante de Hopf, y probamos, con esta definicién,
que es un ndmero entero. También presentamos su definicién mediante el nidmero de
enlace de dos fibras. Con estas herramientas, estudiamos los grupos de cohomotopia de
variedades, y, en particular, los grupos de homotopia de las esferas, llegando a demos-
trar el teorema de Hopf: el grado es el tinico invariante de homotopia de las aplicaciones
continuas sobre esferas. De ahi, pasamos a estudiar los resultados donde el invariante de
Hopf es relevante, lo que nos lleva a las fibraciones de Hopf. Calculamos explicitamente
el invariante de Hopf de la fibracién de Hopf compleja y terminamos el trabajo viendo
cémo induce isomorfismos entre los grupos de homotopia de las esferas involucradas.

Palabras clave: variedades diferenciables, grado de Brouwer-Kronecker, invariante de
Hopf, nimero de enlace, grupos de homotopia, teorema de Hopf, fibraciones de Hopf.

ABSTRACT. In this work, we study the rudiments of the Hopf invariant theory. First, we
present several relevant results on the theory of smooth manifolds: regularity, approxi-
mation, homotopy, integration, and cohomology. Next, we define the Brouwer-Kronecker
degree of a continuous map using the de Rham cohomology and approximation, and
study some of its properties. Later, we do the same for the Hopf invariant, and prove,
with this definition, that it is an integer. We also present its definition using the linking
number of two fibers. With these tools, we study the cohomotopy groups of manifolds,
and, in particular, the homotopy groups of spheres, ultimately proving Hopf’s theorem:
the degree is the only homotopy invariant of continuous maps on spheres. From there,
we proceed to study the results where the Hopf invariant is relevant, which leads us to
Hopf fibrations. We explicitly calculate the Hopf invariant of the complex Hopf fibration
and we conclude our work seeing how it induces isomorphisms between the homotopy
groups of the involved spheres.

Keywords: smooth manifolds, Brouwer-Kronecker degree, Hopf invariant, linking number,
homotopy groups, Hopf theorem, Hopf fibrations.
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INTRODUCCION

Los origenes de la teoria del invariante de Hopf se remontan a 1931, cuando fue introdu-
cido por H. Hopf, [Hopf31], para distinguir infinitas clases de homotopia de aplicaciones
S? — S%. Hopf logré esto originalmente mediante técnicas de topologia combinatoria.
Unos afnos después, en [Hopf35], extendié su definicién y sus resultados a aplicaciones
S?m=1 — §™ con m > 2: el invariante de Hopf es un ntimero entero asociado a cada
clase de homotopia de aplicaciones S?"~1 — S™. Consiguid, asi, un andlogo al grado de
Brouwer-Kronecker, que solo tiene sentido para aplicaciones entre variedades de la misma
dimension.

En 1947, en [Wh47], Whitehead encontré una férmula integral para el invariante de Hopf
de aplicaciones S* — S?, que puede generalizarse también a aplicaciones S*™~! — S™, y es
el punto de vista principal que adoptamos nosotros. A lo largo del trabajo, introducimos el
invariante de Hopf mediante esta férmula integral y exploramos sus propiedades bésicas:
que dos aplicaciones hométopas tienen el mismo invariante de Hopf, que el invariante
de Hopf de cualquier aplicacién es 0 cuando m es impar y, finalmente, que el invariante
siempre es un numero entero.

Asimismo, probamos una férmula multiplicativa que involucra el invariante de Hopf y el
grado de Brouwer-Kronecker. Mediante el uso de esta féormula, obtendremos resultados
relevantes sobre el invariante de Hopf usando las propiedades del grado de Brouwer-
Kronecker. Es por esta razon que también desarrollamos con cierto detalle la teoria del
grado de Brouwer-Kronecker, que, ademas, seré de utilidad para completar algunos enun-
ciados en las secciones finales.

Las aplicaciones de la teoria del invariante de Hopf son muy diversas. Las mas inmediatas,
por supuesto, estan relacionadas con el estudio de las clases de homotopia de aplicaciones
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§?m=1 — S™ o, en otras palabras, del grupo de homotopia mam,_1(S™). De hecho, como
consecuencia de la férmula multiplicativa anteriormente mencionada, veremos que siempre
que exista una aplicacién S*™~! — S™ con invariante de Hopf h, existirdn aplicaciones de
invariante de Hopf nh para todo n € Z. En particular, el grupo de homotopia ma,,—1(S™)
serd infinito cuando exista una aplicacién S?™~! — S™ con invariante de Hopf no nulo.

Sin embargo, el resultado mas renombrado en torno a la teoria del invariante de Hopf,
seguramente, es que existen aplicaciones S?™~! — S™ con invariante de Hopf igual a 1
solo para m = 2,4, 8. Este hecho es un teorema profundo de Adams (véase [Ad60]), que
tiene una serie de consecuencias muy interesantes, como:

= R™ es un algebra real normada solo para m = 1,2, 4,8 (correspondiente, respecti-
vamente, a los nimeros reales, los nimeros complejos, los cuaterniones y los octo-
niones).

= R™ es un algebra de divisién solo para m = 1,2,4,8 (idem).

» S™~! es paralelizable solo para m = 1,2,4, 8.

» S™~! admite un producto continuo con unidad solo para m = 1,2, 4, 8.
» Los tinicos fibrados S¥ — S? — S" son las fibraciones de Hopf.

Ademas, para m par, siempre existen aplicaciones con invariante igual a 2. Sin embargo, de
nuevo, este resultado escapa a nuestro alcance, y puede consultarse en [Hus]. En resumen,
la situacion general es la siguiente:

» Si m es impar, todas las aplicaciones S*™~! — S™ tienen invariante de Hopf 0.

= Si m es par, existen aplicaciones S*™~! — S™ con invariante de Hopf 2 (luego con
invariante de Hopf h para cualquier h par).

» Sim =2,4,8, ysolo si m = 2,4,8, existen aplicaciones S?™~! — S™ con invariante
de Hopf 1 (luego con invariante de Hopf h para cualquier h entero).

En particular, mo,,_1(S™) es infinito para todo m par. En la seccién 9, probaremos que, de
hecho, el invariante de Hopf caraceriza las clases de homotopia de aplicaciones S* — S2,
aunque resulta que esto no es asi en el resto de dimensiones. Todo esto constituye una
pequena parte del gran problema abierto de calcular grupos de homotopia de esferas, un
area muy extensa que va mucho més alla de nuestras pretensiones.

El invariante de Hopf también admite una definicion mediante lo que se conoce como
numero de enlace, que le da una interpretacién geométrica. Dicha definicion también se
presentara en este trabajo, junto con algunos comentarios sobre la equivalencia de las
definiciones. Es interesante remarcar que existen algunas aplicaciones mas extravagantes
de la teoria del invariante de Hopf, surgidas precisamente de su interpretacion como
numero de enlace y de la equivalencia entre definiciones. Una de ellas, en fisica; méds
concretamente, en hidrodindmica y magnetismo, donde el invariante se interpreta como
la helicidad de un campo vectorial, ya sea el campo de velocidades en un fluido o un
campo magnético cldsico. Constiltese [ArK] para una exposicién detallada.
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1. PRELIMINARES

En este trabajo, diferenciable equivale a de clase infinito. Reservamos la palabra funcion
para las aplicaciones cuyo codominio es R. A lo largo del texto, los simbolos M y N
denotaran variedades diferenciables conexas (posiblemente con borde) de dimensiones
m y n, respectivamente. Usamos libremente los fundamentos de la teoria de variedades
diferenciables segiin se exponen en [GRz]. En concreto, también supondremos que son
Hausdorff y cumplen el segundo axioma de numerabilidad.

En esta primera seccién, presentamos una serie de resultados preliminares que nos seran
de utilidad durante el trabajo, pero cuya demostraciéon, por motivo de seleccién de con-
tenidos (no de dificultad), relegamos a las referencias. Primero, destacamos un teorema
importante:

Teorema de inversion local 1.1. Sean M y N wvariedades sin borde. Una aplicacion
diferenciable f : M — N es un difeomorfismo local en x € M si y solo si d,f : T,M —
TN es un isomorfismo.

(1.2) Valores regulares. Sea f : M — N una aplicacién diferenciable. Un punto critico
de f es un punto xz € M para el cual la derivada d,. f : T,M — TN no es sobreyectiva.
Los puntos criticos forman un conjunto cerrado, Cy, lo cual se desprende de escribir la
condicién anterior en la derivada mediante ecuaciones que involucran el determinante
jacobiano de una localizacion de f. Los puntos que no son criticos de f se llaman puntos
requlares, y forman un conjunto abierto.

Por otro lado, un punto a € N se llama wvalor critico de f si existe algiin punto critico
z € f~(a). En consecuencia, el conjunto de valores criticos de f es f(C;) CN.Sia € N
no es un valor critico, decimos que es un valor regular de f. Denotamos por Ry = N\ f(Cy)
al conjunto de valores regulares de f. Nétese que en el caso dim(M) < dim(N), se tiene

que Cp =My Ry =N\ f(M).

Nétese que, en general, Ry no es abierto, pues f(Cs) no tiene por qué ser cerrado. A
menudo trabajaremos con aplicaciones f : M — N propias, que son cerradas por ser N
Hausdorff y localmente compacta. En tal caso, f(Cy) es cerrado, luego Ry es abierto.

Los valores regulares son de especial interés al estudiar imagenes inversas de variedades,
como ilustra el siguiente teorema (ver [ORRz] I1.1):

Teorema 1.3. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable, M sin borde, y P C Ry una
subvariedad de N de codimension k. Entonces:

(1) f7YP) es una subvariedad de M de codimensién k con borde Of~'(P) = f~1(OP).
(2) Tof H(P) = (dof) Ty P) para cada x € f~(P).
En particular, la tmagen inversa de un wvalor reqular a es una variedad sin borde de

dimension m — n con Tgcf_l(a) = kerd, f para todo x € f_l(a).

Serd de particular utilidad el teorema de Sard-Brown, que afirma que siempre existen
valores regulares (ver [ORz]):
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Teorema de Sard-Brown 1.4. Sea f: M — N una aplicacion diferenciable. Entonces,
el conjunto Ry de valores requlares de f es residual (contiene una interseccion numerable
de abiertos densos), luego denso, en N.

En particular, si dim(M) < dim(N), entonces N \ f(M) es residual, luego denso, en N.

Esta tltima afirmacién se conoce como el teorema de Sard fdcil.

Por tltimo, el teorema de la fibracion de Ehresmann, demostrado de forma elemental
en [GRz], que afirma que el comportamiento de las aplicaciones sin puntos criticos es
localmente trivial:

Teorema de la fibracién de Ehresmann 1.5. Sea f : M — N una aplicacion diferen-
ciable propia tal que d, f es suprayectiva para todo x € M. Entonces, cada a € N tiene
un entorno abierto U C N que cumple lo siguiente:

(1) Existe un difeomorfismo h: f~*(a) x U — f~1(U)

(2) El siguiente diagrama conmuta, siendo my la proyeccion sobre U :
fHa )

(a) x U L U
RN

(1.6) Homotopia. Como es bien conocido, una homotopia (continua) es una aplicaciéon
continua H : [0,1] x M — N, (t,z) — H(z). Dos aplicaciones f,g : M — N se dicen
homdtopas si existe una homotopia H con Hy = f yv H; = ¢g. Esto es una relacion de
equivalencia en el conjunto de aplicaciones continuas M — N, cuyo conjunto cociente se
denota por [M, N]. Otra notacién habitual es la siguiente: el k-ésimo grupo de homotopia
de N es my(N) = [S¥, N], mientras que el k-ésimo grupo de cohomotopia de M es 7*(M) =
[M,S*]. No nos preocuparemos, en este texto, de la operacién de grupo, a cuyo efecto se
puede consultar [Hat].

En el caso de aplicaciones propias, se consideran homotopias propias: dos aplicaciones
propias son propiamente homdtopas si son homotopas mediante una homotopia propia.

Dos resultados esenciales para nuestro estudio son los siguientes (ver [ORz]):

Proposicién 1.7. Sean M y N variedades diferenciables, N sin borde. Si f : M — N
es una aplicacion continua (propia), entonces existe una aplicacion diferenciable (propia)
g: M — N que es (propiamente) homdétopa a f.

Proposicién 1.8. Sean M y N variedades diferenciables, N sin borde. St dos aplicaciones
diferenciables f,g: M — N son (propiamente) homdtopas, entonces lo son mediante una
homotopia (propia) diferenciable.

(1.9) Difeotopias. Una caracteristica importante de las variedades diferenciables es la
homogeneidad, que es la propiedad de que los puntos se pueden mover a conveniencia.
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Definicién 1.10. Sea M una variedad. Una difeotopia en M es una homotopia diferen-
ciable F': [0,1] x M — M tal que Fy = Idy, y todas las aplicaciones F;, 0 <t < 1, son
difeomorfismos de M. Se dice que F' une cada par de puntos x € M y Fi(x).

El resultado fundamental sobre difeotopias es el siguiente, que, de nuevo, se puede con-
sultar en [ORz]:

Teorema 1.11. Sea M wuna variedad sin borde de dimension m > 2. Sean ai,...,a,
Y by, ..., b, dos colecciones de puntos en M, y sea A un abierto conexo que contenga a
todos. Entonces, existe una difeotopia que une ay y by para todo k =1,...,p, y que es la

identidad fuera de un compacto K C A.

El teorema también es cierto para m = 1 cuando p = 1. Para M = R, el inconveniente
esencial es que cualquier difeomorfismo es creciente o decreciente, lo cual implica que
las dos colecciones de puntos deben estar ordenadas en el mismo (u opuesto) orden,
exactamente. De ser asi, es facil producir una difeotopia que los una.

(1.12) Orientacién. Una orientacion ¢ en un espacio vectorial E de dimensién finita
m > 1 es una eleccién de una base B = {uy, ..., u,}, siendo dos bases equivalentes cuando
el determinante de la matriz de cambio entre ellas es positivo; denotamos ¢ = [ug, .. ., Up)
y decimos que B es una base positiva en (. Hay dos orientaciones, que se denotan por ( y
—( y se dicen opuestas. En E = R™ hay una orientacion candnica (™, que corresponde
a la base canénica {ey, ..., e, }. Los dos primeros ejemplos de esto son bien conocidos: en
R2, la orientacién antihoraria; en R?, la orientacién dada por la regla del sacacorchos.

Para una variedad M de dimensién m, una orientacion en M es una coleccién (py = {(, :
x € M} de orientaciones (, en cada espacio tangente T, M, de manera que cada punto
a € M tiene un sistema de coordenadas x en cuyo dominio U

oy 0
(9X1

2 Oxm

Cuando se tiene esta condicién, el sistema de coordenadas —y la correspondiente para-
metrizacion— se dicen compatibles con la orientacion.

} = (, paracadazeU.

En una variedad conexa orientable M, la eleccion de una orientacion (, en el espacio
tangente a un punto a determina las orientaciones (, para el resto de x € M. En particular,
M tnicamente tiene dos orientaciones.

En efecto: sean ( y 5 son dos orientaciones de M que coinciden en un punto a, y llamemos
A={z e M:( =C)} Seax € Ay témense x y % dos sistemas de coordenadas
compatibles, respectivamente, con ( y 5 , cuyos dominios, U vy U, contienen ambos a z.
Podemos suponer U conexo y contenido en U. El determinante jacobiano del cambio de
coordenadas es positivo en z, luego positivo en todo U, asf que U C A, concluyéndose
que A es abierto. Se puede demostrar de forma andloga que M \ A es abierto. Como M
es conexa, A solo puede ser el vacio o toda M; pero a € A, asi que A = M.

Observaciones 1.13. (1) Supongamos que M estd orientada y consideremos un punto
a € OM. El espacio tangente T,(0M) es un hiperplano de T,M, y mediante un sistema
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de coordenadas x : U — H™ con x; > 0 que cubre a a, obtenemos el isomorfismo lineal
dextur—t=(t1,...,tm)

del par T,(OM) C T,M sobre el par {0} x R™! C R™. Asi, de entre los vectores
tangentes a M en a que no son tangentes a M se distinguen los salientes, esto es,
aquellos que corresponden a t; < 0; y los entrantes, es decir, aquellos que corresponden
a t; > 0. Esta definicién no depende de la parametrizacion elegida (ver [GRz]) y permite
definir una orientaciéon 9¢, en T, (0M) como sigue: J¢, es la que resulta de escoger una
base ug, ..., u, de T,(OM) tal que para un vector saliente u; € T, M \ T,(OM) la base
Uy, Us, - . ., Uy, €8 positiva para (,.

(2) El producto M x N de variedades orientadas M, N esta orientado segun la yuxtapo-
sicién de orientaciones (s @y, esto es, en cada punto (a,b) € M x N mediante cualquier
base (u1,0) ..., (tm,0),(0,v1),...,(0,v,) de T(qp) (M xN) =T, M xT,N obtenida conca-
tenando bases positivas uy, ..., Uy, vV V1, ..., 0, de ToM y Ty N respectivamente. Ademaés,
para cada b € N, M x {b} se identifica naturalmente con M y estd orientada de la misma
forma que M.

(3) Pongdmonos en la situacién del teorema 1.3: una aplicacién f : M — N, M sin
borde, P C Ry una subvariedad de N de codimensién k. Supongamos, adicionalmente,
orientaciones (j7, (n v (p en las tres variedades anteriores. Nuestro objetivo es definir una
orientacién (g-1(py en f~(P).

Sea z € f~1(P). Sea E un complemento lineal de T, f~'(P) = d,f (T P) en T, M,
esto es, de forma que T,M = T,f }(P) ® E. Nétese que d, f|g es un isomorfismo lineal
entre Fy F'=d,f(E), y que, a su vez, F' es un complemento lineal de Ty, P en Ty NV.
Sea (r la orientacién de F' tal que (Cp) f(2)®Cr = (CW) f(2)- El isomorfismo d, f| g induce una
orientacién (g en E a partir de (p. Por dltimo, sea ((;-1(p)), la orientacién de T, f~*(P)
tal que ((4-1(p))s ® (& = (Cum)o- Este procedimiento da una orientacién en f~'(P) que
solo depende de las orientaciones de M, N y Py de la aplicacion f (ver [ORRz]). El
diagrama siguiente resume la situacion:

dz f

m

T,M = T, f'(P)® E* —&L% T, P& F* = Ty N

(C)e = (Cr1(p))2 D CE (CP) ) ® Cr = (CN) f(a)

2. INTEGRACION

Dedicamos esta breve seccidén a comentar dos resultados fundamentales en nuestro estudio.
El primero de ellos es el teorema de Stokes:

Teorema de Stokes 2.1. Sea M una variedad diferenciable orientada y OM orientada
con la orientacion inducida. Entonces,

/w:/dw
oM M

para cada forma diferencial w de grado m — 1 con soporte compacto en M.
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A continuacién, veremos una version particular del teorema de Fubini para integrales
de formas en variedades. Para su demostracion, necesitaremos dos teoremas clasicos de
integracién:

Teorema de Fubini 2.2. Sea [ : R™ x R" — R continua tal que la integral [5, gl f]
es finita. Entonces,

[r= [ ([rema)w= [ ([ sen)a

Teorema de Leibniz 2.3. Sea I C R un intervalo abierto y f : R™ x I — R diferenciable
de soporte compacto. Entonces,

It ot) = f(z,t)dx
Rm
es diferenciable.

Ahora si, terminamos la seccién con el teorema de Fubini que mencionamos antes.

Proposicién 2.4. Sean M y N wvariedades orientadas, sin borde, de dimensiones m y n,
respectivamente. Consideramos el producto M x N y la proyeccion w : M x N — N. Sean
ael™Mx N) ywel'?(N). La funcion

N3bw— O"Mx{b} eR (1)
M x{b}

/ aANTiw= / (/ oz|MX{.}) w.
MxN N Mx{e}

Demostracion. Para cada b € N, la forma oy« sy tiene soporte compacto: supp(o|arxs})
(cerrado) estd contenido en supp(a)N(M x {b}), que es compacto por ser M x {b} cerrado.

es diferenciable y

Escojamos un conjunto finito de dominios de coordenadas {U;}j_, en M y {V;}5_; en N,
con parametrizaciones respectivas {¢;};_; ¥ {¢;};-,, de forma que el soporte de a quede
recubierto por W = i (U; xV;) vy tales que sus sistemas de coordenadas sean compatibles
con la orientacién. Sean, también, {6;}i_; y {&;}3-, particiones diferenciables de la unidad
enJ, Uiy U , Vj, respectivamente, subordinadas a dichos dominios de coordenadas.

En primer lugar, el conjunto de funciones {¢;§; : W — [0,1]}; ; definidas por 6,&;(a,b) =
6;(a)€;(b) es una particién diferenciable de la unidad subordinada a {U; x V;}, ;:

1. Como {0; # 0} C U, y {¢; # 0} C Vj, entonces,
{0:6; # 0} {0 # 0} x {& #0} C Ui x V.
2. La particién es finita, luego localmente finita.

3. Para (a,b) € W,

Ze@-gj(a,b) = (Z Gi(a)> (ZQ(())) =1.
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Ahora, veamos que (1) es una asignacién diferenciable. Nétese que supp(a|arxqey) esta
contenido en | J,(U; x {b}), por lo que

CY|M b} = / 9 Oé\M b )
/Mx{b} o Z Y, ><{b} o

donde se ha cometido el abuso de identificar U; x {b} = U;. Con esto, basta demostrar la
diferenciabilidad de cada sumando (esto es, el caso M = R™). Ademads, podemos suponer
N = R", pues la diferenciabilidad es una cuestién local. Si a € T'"*(R™ x R"), escribamos
a= fdxy A--- ANdx, + -+ -. Se tiene:

/ a|Rm><{y} - f(xa y)de’
R""X{y} Rm

que es diferenciable por el teorema de Leibniz 2.3.

Para probar la segunda parte del teorema, empecemos por su version local: primero,
supongamos M = R™, N = R". En tal caso, escribimos o = fday A --- Ada,, + -+,
w = gdy; A+ - -Adyy, v, por tanto, 7*'w = gdz, 1 A+ - - AdZy . Denotando x = (x4, ..., 2)
ey = (Tmits--,Tman) y aplicando el teorema de Fubini 2.2:

/ oz/\77*w:/ fgdxy A~ ANdzp, Adeyr A - Adagan,
R™ xR™ R™ xRR™

— /Rmxwf(x,y)g(y) = / ( - f(a:,y)dx) 9(y)dy

:/ (/ Oé|]Rm><{.}) w
n Rmx{e}

Para el caso general, tenemos en cuenta el siguiente diagrama:

o7 (U) x 7 (Vi) 225 U x V; —— M x N

_ Y
W) — sV » N
por lo que
/M o= / iy X 1) O A7)
/ (o ) () )
U)sz
/ (i X ;)" (020) A (D303 (E,)
ij Y% Uz)X¢ (VJ

(version local) Z/ L) (/1(U) { }((%’ X Z/}j>*(‘9ia))|<pi—1(Ui)X{0}> w;(fjw)
i) Py (Ui)xqe
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) ;j/wf(vj) i <</soﬂ<vi>x{-} @:(QMMX{.})) @w)
) zj:/wﬂ(vj) <§j (Z /1<U@ )x{e} Filtlesge )> w)
) zj:/wﬂ(vj)w; (gj (/Mx{-}aWX{'}) w)
:/ (/ Oé!Mx{-}) w
N Mx{e}

Para el paso (%), escogemos y € ;' (V;) y definimos las inclusiones j, : ¢; ' (U;) —
i H(U3) x {y} € o H(U) x 45 (Vi) ¥ 1wy < Ui = Ui x {dhj(y)} € Ui x V. Entonces, el

siguiente diagrama conmuta:

U x g (V) 22 T x

Jy]\ le(y)]

i (V) ———— U

luego

/ ot Ol nrxivs o) = / P11 (6:0)) = / (s % )" (6:0)
o7 HU) < {w;(y)} o7 HU) o; 1)

7 (3

= ; X i (906 —1 )x{e
[ (X 0 O

3. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Para definir los invariantes de homotopia que nos interesan (grado de Brouwer-Kronecker e
invariante de Hopf), son necesarias unas nociones béasicas de cohomologia, que presentamos
a continuacién. Recomendamos consultar el TFG [Cor] para una exposicién més detallada.

(3.1) Formas y cohomologia de de Rham con soporte compacto. Supongamos
que M no tiene borde y estd orientada. Denotamos por I'*(M) al espacio vectorial de
todas las formas diferenciales de grado k£ con soporte compacto en M. Obsérvese que
si una k-forma w se anula en un abierto, también lo hard su diferencial dw, por lo que
supp(dw) C supp(w). En particular, si w € I'*(M), entonces dw € I'*1(M). El reciproco
no es cierto (téomese, en M = R, dw = f(x)dx, con f una funcién meseta). En todo caso,
podemos restringir el operador diferencial exterior a T'®(M), obteniéndose el siguiente
complejo de cocadenas:

C

0 —— TYM) d ... d>F’§(M) d o ... d>Fm(M)L>O.

Llamamos Z*(M) = ker d al espacio de k-formas cerradas con soporte compacto y B¥(M) =
imd al espacio de k-formas con primitiva de soporte compacto (nétese que, por el con-
traejemplo de antes, este espacio no incluye a todas las k-formas exactas con soporte
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compacto). Se dice que

HE(M, R) = 7k (M) _ {k-formas cerradas con soporte compacto}

BF(M)  {k-formas con primitiva de soporte compacto}

es el k-ésimo grupo de cohomologia de de Rham con soporte compacto. Por tltimo, si la
variedad M es compacta, podemos prescindir de todas las referencias al soporte compacto
y del subindice ¢ en todo lo anterior.

(3.2) Homomorfismos inducidos en cohomologia. Cada aplicacién diferenciable pro-
pia f: M — N entre variedades sin borde induce una aplicacién lineal

fPTHN) = THM), we ffw.
En efecto, como supp(w) es compacto y f, propia, f~!(supp(w)) es compacto. Ademas,

supp(f*w) es cerrado y estd contenido en f~!(supp(w)), as{ que es compacto.

Esta f* es compatible con todas las operaciones con formas, incluida la diferenciacién
exterior, asi que también induce homomorfismos entre los grupos de cohomologia, que,
del mismo modo, denotamos por f*.

(3.3) Algunas cohomologias importantes. Principalmente, nos interesa la cohomo-
logia de las esferas. Por argumentos que no veremos aqui, es:

Hk(Sm) R, sik=0,m,
o, si k#£0,m.

Por tltimo, nos serd 1til el siguiente teorema, que es consecuencia de que M y M x [0, 1]
tienen el mismo tipo de homotopia propia:

Teorema 3.4. Los grupos de cohomologia HE(M) y HE(M x [0,1]) son isomorfos.

4. GRADO DE UNA APLICACION DIFERENCIABLE

En esta seccién, se presenta la definicion del grado de Brouwer-Kronecker de una aplicacion
diferenciable en términos de formas diferenciales e integracion.

Para empezar, introducimos el signo de una aplicacion diferenciable:

(4.1) Signo de una aplicacién diferenciable. Sea f : M — N una aplicacién entre
variedades orientadas de la misma dimension. Sea x € M un punto regular de f, de
forma que d,f : T,M — Ty N es un isomorfismo lineal. Se dice que f preserva (resp.,
invierte) la orientacién en x € M si d,f transforma bases positivas de T,M en bases
positivas (resp., negativas) de T(,)N. Escribimos

sign,(f) =41 (resp., — 1)

y lo llamamos el signo de f en z. El signo se puede calcular facilmente mediante el signo del
determinante jacobiano de una localizacién de f. En particular, es localmente constante,
luego constante en cada componente conexa de M \ Cy.

Nos centraremos en el grupo H'(M,R), que se puede describir mediante integracién
cuando M esta orientada y no tiene borde.
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Proposicién 4.2 (Teorema de Stokes reciproco). Sea M una variedad conezxa, orientada
y sin borde. La aplicacion lineal

/M:HZ”(M,R)—HR, [W]H/Mw

es un isomorfismo.

Demostracion. Esté bien definida como consecuencia del teorema de Stokes 2.1: si [w] =
[w'], se tiene que w — w’ = da para alguna a con soporte compacto, luego

/w—/w':/da:/ a=0,
M M M oM

Por las propiedades de la integral, esta aplicacién es una forma lineal. Es no nula: tomando
un dominio de coordenadas V' ~ R™ podemos llevar a V' la m-forma

pues M no tiene borde.

fx)dzy A -+ Aday,

con f : R™ — [0,1] una funcién meseta con soporte compacto. Esta construccién nos
permite extender por cero a toda M la forma inducida en V', llamemos w a dicha extension.

Su integral es [, w = [pn [ # 0.

Ahora, demostrar el teorema es equivalente a demostrar que la clase de cohomologia []
de cualquier o € I'™"(M) es propocional a w, esto es, que la dimension de H"(M,R) es 1.
Una primera reduccién es que podemos suponer el soporte de a contenido también en un
dominio de coordenadas difeomorfo a R™. Para ello, recubrimos M con abiertos de ese
tipo y, mediante una particién de la unidad {6;} subordinada al recubrimiento, escribimos
a =Y, b;a, de forma que el soporte de cada sumando estd contenido en un abierto del
recubrimiento elegido (la suma es finita porque el soporte de o es compacto). Asi, para
mostrar que [« es prorporcional a [w], basta probar que cada [6;a] lo es.

También podemos suponer que el soporte de « estd contenido en V. En efecto, puesto
que M es conexa, existe una cadena Uy, ...,U, =V de abiertos difeomorfos a R™ con el
soporte de « contenido en Uy y U;_1NU; # (). Paracadai =1,...,r, seaw; € I'"*(M) con
integral no nula y soporte contenido en U;_; N U;. Si la proporcionalidad se cumple para
formas con soportes en el mismo abierto difeomorfo a R™, resulta que [a] es proporcional
a [wi], que lo es a [ws], ..., que lo es a [w,], que lo es a [w].

Con todo esto y mediante un difeomorfismo V' — R™, supondremos que M = R™.
Buscamos un escalar ¢ tal que a@ — cw tenga una primitiva con soporte compacto. Pero

a—cw= fdr; A Adx,y,

donde f es una funcién con soporte compacto e integral nula. Decir que o« — cw es exacta
equivale a encontrar un campo X con soporte compacto para el cual f = div(X), en cuyo
caso det(X, e) es la primitiva buscada.

Probaremos por induccion sobre n < m lo siguiente:
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Sea f(x) = f(x1,...,2m) con soporte compacto. Denotamos x = (y, z) cony = (x1,...,Ty,),
z2 = (Tny1,. .., Tm), Y suponemos que [q, f(y,z)dy = 0. Entonces
— 0X;
) =30
para n funciones con soporte compacto Xy, ..., X,.

Para n = 1, basta tomar
Xi@) = [ fez)a

cuyo soporte es compacto: si 1 es suficientemente pequeno, el integrando es cero. Si ||z|| es
suficientemente grande, el integrando es nuevamente cero. Si x; es suficientemente grande,

Xl(x):/_Zf(t,z)dt:/_Zf(t,z)dt:O.

Para n > 2, denotamos y' = (z1,...,2,_1), de manera que z = (¢, z,, 2). Sea ¢(y’) con
soporte compacto e integral [;, , ¢(y/)dy’ =1, y definamos:

g9(x) = f(x) = h(z), h(z) =@y e 2)du.

La funcién g tiene soporte compacto, por tenerlo fy ¢, y ademés [5. 1 g(y/, %y, 2)dy’ =0
por construccién. La hipotesis de induccién aplicada a g implica que existen n—1 funciones

con soporte compacto Xi(z),..., X,_1(z) tales que
n—1
0X;
(o) = X G
Por otro lado, podemos escribir h(x) = %xi:(x), siendo
X =) [ ([ o) a
—00 Rn—1

que tiene soporte compacto:
1. Si ||/|| es suficientemente grande, ¢(y') = 0;

2. si ||z]| es suficientemente grande o x,, suficientemente pequeno, se tiene f(u,t,z) =0
dentro de la integral; vy,

3. si x, es suficientemente grande,

/mn ( f(u,t, z)du) dt = /OO < f(u,t,z)du) dt = f(y, z)dy = 0.
—oo Rn—1 —0o0 Rn-1 R

En conclusion, las funciones X7, ..., X,, tienen soporte compacto y

f@) =3 S

=1
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Sean M y N dos variedades conexas, orientadas y sin borde. En el caso de que tengan
la misma dimensién m, el isomorfismo anterior da el siguiente diagrama conmutativo de
aplicaciones lineales:

H™(N,R) — H™(M,R)
INl: :lfM (2)

R— 2> R

El resultado principal sobre grado y cohomologia es el que se presenta a continuacion, y
afirma que la aplicacion A del diagrama es la multiplicaciéon por algin nimero entero d al
que llamamos grado de la aplicacion f.

Teorema y definicién 4.3. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable propia entre
variedades conexas, orientadas y sin borde de la misma dimension m. Entonces, existe un

numero entero d tal que
/ ffw= d-/ w
M N

para cada m-forma con soporte compacto en N. Ademds, para cualquier valor regular
a € N de f, se tiene

d= Y sign,(f) (0sif'(a)=0).
z€f~1(a)

Llamamos grado de Brouwer-Kronecker (o simplemente grado) de f al entero d, y lo
denotamos por deg(f).

Demostracion. La aplicacion lineal A del diagrama 2 es la multiplicaciéon por un nimero
real 9, y la conmutatividad del diagrama es equivalente a la ecuacion

fro-sf-

para cada m-forma w con soporte compacto en N. El teorema de Sard 1.4 nos permite
escoger un valor regular a de f, y la demostracion habra concluido una vez probemos que

§ = Z sign, (f).
zef~!(a)
En particular, sera suficiente demostrar que

[ ro= % s [ o 3)
M eef~1(a) N
para una w conveniente (con [, w # 0) que determinaremos ahora.

Primero, como M y N comparten dimension y a es un valor regular, el teorema de

inversién local 1.1 garantiza que la imagen inversa de a es discreta. También es compacta
por ser f propia. Por tanto, es finita, pongamos f~!(a) = {1, ..., 2, }, suponiendo primero
r > 0. De hecho, existe un entorno abierto VV de a en N y r entornos abiertos disjuntos
Up,...,U,dexy,...,x, en M tales que las restricciones f|y, : Uy — V son difeomorfismos

y f7XV) = U, U---UU,. Para obtener V, invocamos el teorema de inversién local de
nuevo para conseguir entornos U} de z;, de manera que f ‘U;’c es un difeomorfismo sobre
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algin entorno abierto V' de a, que podemos tomar comun para todos los k’s. Entonces,
como f es cerrada por ser propia (1.2), el conjunto f(M \ |J, U},) es cerrado. Como dicho
conjunto no contiene a a, se puede encontrar un entorno abierto V- C V' de a tal que V'
es difeomorfo a R™ y

v Jup) =0.
k
Por tanto, f~4(V) C |, U}, y tomamos U, = f~1(V) N U}, de manera que f~1(V) =
Uy, Uk
Usando el difeomorfismo V' — R™, llevamos a V' la m-forma
o(x)dxy A Ade,, (4)
donde ¢ : R™ — [0, 1] es una funcién meseta tal que
fu silel <,
Ple) = {0, si ||| > 2.

Esta construccion garantiza que la forma inducida en V' se puede extender por cero a toda
N y que tiene soporte compacto. Denotamos por w a esa extension. Esta es la m-forma
para la que comprobaremos 3.

Por un lado, como el soporte de w esté contenido en V/,

l&wzﬁw:i/;ﬂﬂmynmm%O

Por otro lado, el soporte de la forma f*w estd contenido en f~*(V) = {J, Uy, y, como los

Uy son disjuntos, tenemos
/ ffw= Z frw.
M v JU

Aqui podemos aplicar el cambio de variables f|y, : Uy — V para calcular cada sumando,

obteniéndose
ffw=¢y / w,
Uy 1%

donde g, = £1 en funcién de si f|y, preserva o invierte la orientacién. Dicho de otro
modo,

e = sign, (f),

por lo que se concluye que

[ romSe fom S [ o

como se queria.

Queda ver el caso f~!(a) = (). Como se dijo anteriormente, f es cerrada por ser propia,
luego V= N\ f(M) es un entorno abierto de a. Lo reducimos, si es preciso, para que sea
difeomorfo a R™, e inducimos en él la misma m-forma que antes, dada por la ecuacion
local 4. Extendiéndola por cero a toda N, obtenemos —como antes— una m-forma w
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con soporte compacto contenido en V' cuya integral es no nula. Ademds, como w es
idénticamente nula en f(M), f*w = 0, por lo que

O—/Mf*w—d-/Nw

y se concluye que § = 0. 0

(4.4) Férmula general de cambio de variables para integrales. El teorema anterior
se puede enunciar como una férmula de cambio de variables general para integrales: si
f M — N es una aplicacién propia entre variedades de la misma dimension m, conexas,
orientadas y sin borde, entonces

/Mf*wzdeg(f)-/Nw

para cada m-forma w con soporte compacto en N. En particular, la integral es cero si f
no es sobreyectiva.

Como consecuencia de esto, el grado tiene la siguiente propiedad multiplicativa:

Proposiciéon 4.5. Sean f : M — N y g : N — P dos aplicaciones propias entre
variedades conexas, orientadas y sin borde, todas de dimension m. Entonces,

deg(g o f) = deg(g) - deg(f).

Demostracion. Sea w una m-forma con soporte compacto en P. Entonces,

/ go f)w = / [*g*w = deg(f) /N g'w = deg(f) deg(g) /P v,

lo que muestra que deg(g o f) = deg(g) deg(f). O
Otra propiedad importante del grado es que es invariante por homotopia:

Proposicién 4.6. Sean M y N dos variedades conezas, orientadas y sin borde de dimen-
sion m, y sea H : [0,1] x M — N una homotopia propia diferenciable. Entonces,

deg(Ho) = deg(H).

Demostracion. Sea w una m-forma con soporte compacto en N con integral no nula, y
considérese H*w. Por las propiedades de la diferenciacion exterior, dH*w = H*dw = 0.

Por lo tanto,
/ dH*w = 0.
[0,1]x M

Por otra parte, el borde de [0,1] x M es la unién disjunta de dos copias My y M; de M
orientadas en sentido opuesto entre si. El teorema de Stokes 2.1 nos da

O:/ w—/ Hiw /ng

[0,1]x

deg(Hg)/w:/ ng:/ wa:deg(Hl)/w,
N M M N

Asi pues,
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luego deg(Hy) = deg(Hy), como queriamos demostrar. O

(4.7) Grado de una aplicacién continua. La invariancia por homotopia nos permi-
te definir el grado de Brouwer-Kronecker para cualquier aplicacion continua propia: si
f M — N es continua y propia (M y N son conexas, orientadas, sin borde y de la
misma dimensién), definimos deg(f) como deg(g) para cualquier g : M — N diferen-
ciable propiamente hométopa a f. La proposicion 1.7 garantiza la existencia de esta g,
mientras que la proposiciéon 1.8 junto con la invariancia del grado por homotopia propia
diferenciable (proposicién 1.6) garantizan que deg(f) es independiente de la eleccién de g
y que deg(f) es invariante por homotopfa.

Ejemplo 4.8. En general, el grado no clasifica completamente las clases de homotopia
(aunque si para aplicaciones sobre la esfera, como veremos en la seccién 8). Para ver esto,
consideremos la aplicacién f : S' — S' 2z +— 1/z, donde hemos identificado S' con el
grupo multiplicativo de niimeros complejos de médulo 1. Calculando la derivada de f en
17

di f(u) = —u,

se concluye que f tiene grado —1. Entonces, definimos en el toro T' = S! x S! la aplicacién
F=fxf:T—T. Esta aplicacién tiene grado 1, pero no es hométopa a la identidad.

En efecto, para calcular deg(F’), nétese que la derivada de F en a = (1,1),

daF(U, U) = (dlf(u)> dlf(v)) = (—U, _U)a

preserva la orientacién, luego deg(F') = 1. Ahora, supongamos que tenemos una homo-
topfa H; con Hy = F, H; = Idp. Denotamos por j : S! — T a la inclusién z — (z,1),
y por p : T — S! la proyeccién sobre el primer factor. Entonces, h; es una homotopia

con hg = f y hy = Ids:. Pero esta homotopia no puede existir, pues deg(f) = —1 y
deg(ldgl) = 1.

5. DEFINICION INTEGRAL DEL INVARIANTE DE HOPF

En esta seccién, m > 2 sera un numero entero.

Definicién y proposicién 5.1. Sea f : S*™~1 — S™ una aplicacion diferenciable. Sea
we™S™) con [g,w=1. Sea a € I (S*"") una primitiva de f*w. El niimero

h(f) :/SMla/\da

solo depende de f. Se dice que es el invariante de Hopf de f.

Demostracién. Como df*w = f*dw = f*0 =0y H™(S*""1) = 0, f*w siempre tiene una
primitiva, a.

Primero, fijemos w y veamos que h(f) no depende de la primitiva escogida. Sean «, €
[™=1(§?™=1) dos primitivas de f*w. Como da = df, tenemos que d(a — ) = 0 y, como
H™ 1§21 = 0, existe v € [™2(S?1) tal que dy = a — .
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Ahora, consideremos la (2m — 2)-forma v A f*w. Su diferencial es

dyA ffw)=dyA ffwtyA ffdo=(a—B)A ffw=aANda— B AdS,
0
pues da = df = f*w. El teorema de Stokes 2.1 aplicado a v A f*w se lee:

0:/ d(’y/\f*w):/ a/\da—/ BAdS,
§2m—1 §2m—1 §2m—1

con lo que se prueba que h(f) no depende de la primitiva de f*w escogida.

Para finalizar la demostracién, solo tenemos que ver que h(f) no depende de law € I'"(S™)
con me w = 1 escogida. A la luz de la proposicién 4.2, esto es lo mismo que decir que
h(f) no cambia si sustituimos w por otra m-forma w’ en su misma clase de cohomologia,
esto es, tal que w' = w + df para alguna f3.

Sea « una primitiva de f*w. Observemos primero que la forma o/ = o« + f*f es una
primitiva de f*w’

dla+ f6) = ffw+ fdf = f(w+dp) = fru
Ahora:

/SQM O/Ado/—/m (a4 f7B) A(da+ f7dB)

S

_ /Szm laAda+/§2m_l F*B A (da + f*dB) +/Szm_la/\f*d6
/ a/\da—i—/ f*(ﬂ/\(erdﬂ))i/ (d(aA f*8) —da A f*8)
§2m—1 §2m—1 T §2m—1

:/ a/\daj:/ d(oz/\f*B)IF/ f*(w/\ﬁ):/ aAda.
§2m—1 §2m—1 §2m—1 T §2m—1

-~

0

En el célculo precedente, 5 A (w+dfB) =0y wA B = 0 por ser formas en S™ de grado
superior a m. Ademas, [y, d(a A f*B) = 0 por el teorema de Stokes. Por tltimo, se ha
aplicado la regla de Leibniz a d(a A f*/3) para obtener

d(a A f*B) =da f*B+aA f*dB,
y, por tanto, a A f*df = £(d(a A f*B) —da A f*5). O

Como el grado, el invariante de Hopf es invariante por homotopia:

Proposicién 5.2. Sea H : [0,1] x S*™~1 — S™ una homotopia diferenciable. Entonces

h(Ho) = h(H,).

Demostracion. Sea w € T™(S™) con integral uno. Consideramos H*w € T™([0, 1] x §?™~1),
que es cerrada (por serlo w), luego exacta (recuérdese que, por el teorema 3.4, [0, 1] x S?™~1
tiene los mismos grupos de cohomologia que S?”~1, asi que los Unicos no triviales son los
de grados 0 y 2m — 1). Sea 8 € IT™1([0,1] x S*"~1) una primitiva suya.
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Obsérvese que [y = Bloyxsm—1 € ['™~1(S?m~1) es una primitiva de Hjw, idem con 5 =
B{13xs2m-1. Aplicando el teorema de Stokes 2.1 a la (2m — 1)-forma 3 A dj:

O:/ H (wAw :/ dg Adp
[0,1]xS2m—1 \“") [0,1]xS2m—1

0
:/ d(ﬁ/\dﬂ):/ 51/\(151—/ Bo A dfo,
[0,1]x§2m—1 §2m-1 s2m-1
es decir, h(Hy) = h(H;). O

(5.3) Invariante de Hopf para aplicaciones continuas. Como para el grado, la
invariancia por homotopia nos permite definir el invariante de Hopf para cualquier apli-
cacién continua: si f : S*"~! — S™ es continua, definimos h(f) como h(g) para cualquier
g : S?™~! — S™ diferenciable hométopa a f. La proposicién 1.7 garantiza la existencia
de esta g, mientras que la proposicién 1.8 junto con la invariancia de h por homotopia
diferenciable (proposicién 5.2) garantizan que h(f) es independiente de la eleccién de g y
que h(f) es invariante por homotopia.

Observaciones 5.4. (1) Si m es impar, h(f) = 0 para cualquier f. En efecto, como el
grado de « es par,

1
aANda = §d(a/\a).

Entonces, por el teorema de Stokes 2.1, f am_1 @ A da = 0.

S

(2) Si f es nulhométopa, esto es, homotopa a una aplicacién constante, entonces h(f) = 0,
pues el invariante de Hopf de una aplicacion constante es nulo. En particular, el invariante
de Hopf de una aplicacién no sobreyectiva es nulo.

(3) Por tltimo, si wyy,—; € [?"71(S?™1) da un generador normalizado de H*™~!(S?m~1),
es decir, fs?mfl Wam—1 = 1, entonces:

[a A da] = h(f)[wam-1],

consecuencia directa de que fsmfl a Ada = h(f) y de que la integral fgm,l es un iso-
morfismo sobre R.

Para terminar, la férmula multiplicativa mencionada en la introduccion es la siguiente:

Proposicién 5.5. Sean f, g las aplicaciones continuas del siguiente diagrama:
g2m-1 _9_, g2m-1 f gm
Entonces, h(f o g) =h(f)deg(g).
Demostracion. Podemos suponer f y g diferenciables: si f y g son continuas y escogemos

f y ¢ diferenciables homotopas a f y g, respectivamente, tendremos que f o g es homotopa
a f og. Por tanto,

h(fog) =h(fog) £ h(f)deg(§) = h(f)deg(g),

y () es el caso diferenciable.



INTRODUCCION A LA TEORIA DEL INVARIANTE DE HOPF 19

Sea w € I'"(S™) con [, w = 1. Sea v € ["*(S*"~') una primitiva de f*w. Entonces,
g*a es una primitiva de (f o g)*w:
dg*a=g'da=g"ff'w=(fog)w.
Ademss, g*a A dg*a = g*(a A da), por lo que
b(fog)= [ glanda)=deglo) [ anda=h(f)deglo)
§2m—1 §2m—1

donde hemos usado la formula general de cambio de variable para integrales de 4.4. [

6. EL INVARIANTE ES UN NUMERO ENTERO

A continuacion, se proporciona una formula alternativa para el cdlculo del invariante de
Hopf. Las ideas presentes en esta seccion se inspiran en [Wtn].

Lema 6.1. Sea f : S*™ 1 — S™ wna aplicacion diferenciable. Sea w € T™(S™) con
Jomw =1. Sea o € T 1(S*™1) wna primitiva de f*w. Sean a € Ry y M, = f~(a), que
es una subvariedad de S*™ ' de dimension m—1, orientada seqin la orientacion inducida.

Entonces,
h(f) = / a.

Demostracion. Ry = S™\ f(Cy) es abierto, pues f es cerrada al ser una aplicacién continua
de un compacto en un Hausdorff. Asi, se puede escoger un entorno abierto de a, U C Ry,
y la restriccion f|p1y) @ f “1(U) — U, que es propia, cumple las hipétesis del teorema de
la fibracion de Ehresmann 1.5: reduciendo U, si es preciso, existe un difeomorfismo A que
hace conmutar al diagrama siguiente:

M, xU

L YU
T

U

)

Ademas, podemos suponer U difeomorfo a R™. Asi, para cada b € U, existe un camino
v : [0,1] — U que une a con b y cuya imagen —también denotada v por comodidad—
es una variedad diferenciable compacta orientada de dimensién 1 con borde 9y = {a, b}.
Por estar v contenido en Ry, f~'(7) es una subvariedad compacta de S*™~! de dimensién
m con borde 0f~!(v) = M, U M, (o bien el conjunto vacio, pero, en tal caso, el lema es
trivial). Estd orientada con la orientacién inducida de . Aplicando el teorema de Stokes

a a:
/ a—/ a:/ da:/ ffw=0,
a M, =) f=1)

pues, para todo = € f~(v), (f*w), es nula al evaluarla sobre vectores de T,f'(y) =
de f (T f@)7), ya que w es de grado m > 2y dim~y = 1. Concluimos que fMa o= be «
para cualquier b € U.

Supongamos, en primer lugar, que el soporte de w estd contenido en U, de forma que
Jyw = 1. Se tiene que supp(aAda) C supp(da) = supp(f*w) C f~!(supp(w)) € f~H(U).
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De esta manera,
h(f):/ a/\da:/ h*oz/\h*doz:/ h*a AN R* f*w
f=1) Mo xU Mo xU

:/ h*aAwag/ (/ h*oz|MaX{.})w
Mo xU U Mo x{e}

[ )2 () (L)

= alw = Q@ w| = «Q,
U . a U a

——

=1

donde en la igualdad (1) se ha usado el teorema de Fubini para variedades 2.4, y, en la
(2), que [, a= be « para cualquier b € U.

Para el caso general, esto es, en el que el soporte de w no esta contenido necesariamente
en U, tomamos una w’ € I'(S™) con soporte en U e integral 1, por tanto cohomdloga a
w. Escribimos w’ = w + d3 para cierta 3 € I"™1(S™). Obsérvese que o/ = a+ f* es una
primitiva de f*w’: do/ = da+ f*df = f*(w+df) = f*w'. Asi,

h(f)z/ao/=/aoz+/af*6= [ .

pues, para todo z € M,, (f*(), es nula al evaluarla sobre vectores de T, M, = kerd,f. O

Proposicién 6.2. El invariante de Hopf de cualquier f : S 1 — S™ es un nimero
entero.

Demostracion. Sean a € Ry y M, = f~'(a), como en la demostracién anterior. Tomamos
c € S?™ 1\ M,, que existe porque f no puede ser la aplicacién constante a. De esta forma,
podemos considerar la homotopia

(1 —=t)x+t(—c)
11 =)z +t(=c)|

entre las aplicaciones Hy : M, — S*™~! (la inclusién de M, en S*™~1) y H; = —c. Se
tendrd, pues, que H{ es la restriccion a M, y que H; = 0. Asi, escribiendo N = [0, 1] x M,,
usando el teorema de Stokes y la férmula del lema 6.1, el invariante de Hopf de f sera

/ a= Hja — Hia = H*a:/H*da:/H*f*w:/(foH)*w,
a Ma M, ON N N N

y la prueba concluird al demostrar que | ~(foH)*w es un nimero entero. En primer lugar,
noétese que fo H : N — S™ es una aplicacién diferenciable entre variedades compactas de
la misma dimension. Sea p € Rfom) \ {a, f(—c)}, que existe por el teorema de Sard-Brown
1.4. Se tiene que (f o H)™*(p) es compacto y discreto, luego finito, pongamos {qi, ..., g}
Ademds, por la eleccién de p, (f o H)"!(p) no estd en el borde de N, asi que —como en
la demostracion del teorema 4.3— podemos aplicar el teorema de inversion local 1.1 en
cada g y el hecho de que (f o H) es cerrada para obtener abiertos disjuntos Wy, ..., W,
y un entorno abierto W C S™ de p tales que (f o H)"H(W) = UU,_, Wj v las restricciones
(f o H)|w, son difeomorfismos entre Wy, y W.

H:[0,1] x M, — S$*™ ' (t,x) —
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Podemos tomar w € I'"™(S™) con soporte contenido en W, de forma que
supp((f o H)'w) € (f o H) ™ (supp(w)) C (f o H)~ (W) = | Wi
k=1

Finalmente,

[ o= [ (f o H)"w =
N (foH)=L(W)

7. DEFINICION DEL INVARIANTE DE HOPF MEDIANTE EL NUMERO DE ENLACE

En esta seccion, presentamos la definicién del invariante de Hopf segin se da en [OR7] y,
en parte, en [BT]. Se define primero el nimero de enlace de dos subvariedades compactas
del espacio euclideo.

Definicién 7.1. Sean n un entero positivo y 0 < £ < n. Sean M y N subvariedades
regulares compactas, sin borde y orientadas de R", de dimensiones respectivas k — 1 y
n—k,con M NN = (. Sea

r—Y

Iz =yl
Se dice que el nimero de enlace de M y N es ¢(M, N) = deg(A).

A:MxN—=S" (z,y)—

El nimero de enlace para variedades de dimensién 1 en el espacio (esto es, lazos) se puede
interpretar geométricamente como el nimero de veces que uno de los lazos, previamente
escogido, pasa por encima del otro segin la perspectiva del lector, contado con signos
seguin la orientacién. Una manera de determinar si el cruce debe ser contado como +1 o
como —1 es la regla de la mano derecha: en el punto de cruce, colocamos la mano derecha
con la palma apuntando hacia el papel y alineamos el pulgar en el sentido de la orientacion
del lazo escogido (el que pasa por encima). Si la orientacién del otro lazo se corresponde
con el sentido determinado por el indice, entonces el cruce es positivo. En caso contrario,
el cruce es negativo:

*—H__‘T

FiGura 1. Regla de la mano derecha.

La figura 2 muestra un ejemplo de célculo de nimero de enlace: el lazo rojo pasa por
encima del negro dos veces, ambas con la orientaciéon positiva, por lo que el nimero de
enlace es 2.
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+1

+1
FIGURA 2. Numero de enlace de dos lazos en el espacio.

Por tltimo, vamos a denotar por ® : S?™~1 — R?m~1 3 la proyeccién estereografica desde
el polo norte ax = (0,...,0,1) € S*™~1. Con esto:

Definicién y proposicién 7.2. Sea f : S?™~! — S™ una aplicacién diferenciable.
(1) Si f no es sobreyectiva, definimos h(f) = 0.

(2) Si f es sobreyectiva, considérense dos valores regulares distintos, a,b # f(—p).
Entonces, ®f~'(a) y ®f71(b) son subvariedades de R*™~ en las condiciones de la
definicion 7.1 y el entero

h(f) = U@f " (a), 2f 7 (1))
solo depende de f.
Se dice que h(f) es el invariante de Hopf de f.

(7.3) Version integral de la definicién anterior. Otra definicién integral de niimero de
enlace que es relevante en nuestro caso es la siguiente: dada una aplicacién f : S?™~1 — S™,
sean a,b € S™ dos valores regulares. Sean U,, U, entornos abiertos conexos disjuntos de
aybenS™, yescojamos w, € I'"(U,), wy, € I'™(U,) generadores de H'(U,) y H'(U,),
respectivamente (es decir, con integral uno). Las formas f*w, y f*wy, definidas en f~1(U,)
vy [YU), tienen extensiones por cero, 7,,m, € I'™(S*"71). Como antes, estas formas
tienen primitivas oy, ap. Tras esta construccion, resulta que

h(f) =4(f(a), f1(b) = /s?ml ag N\ doy = /Sml Qg N\ Mp.

Esta definicién es independiente de todas las elecciones involucradas. En efecto, sea o/,
otra primitiva de 7,. Entonces, o/, —«, es cerrada. Por tanto, usando el teorema de Stokes:

/ (a;—aa)/\nb::i:/ d((a), — ag) Aay) = 0.
SQm—l SQm—l

Por otro lado, si wj es otro representante de [w,] € HI'(Up), v denotamos por 7, a la
respectiva extension por cero de f*wy, entonces, n, — 7, = du para alguna (m — 1)-forma
 con soporte compacto contenido en f~H(Uy). Asi,

/ aa/\(nb—n{,):/ oza/\d,u::t/ d(oza/\,u)qi/ da, A p,
SZm—l S2m—1 SZm—l SQm—l

y ambos términos en la derecha se anulan: el primero por el teorema de Stokes y el segundo
porque los soportes de da, = 1, v i son disjuntos.
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La definicion integral de niimero de enlace es equivalente a la 7.1. Las técnicas utilizadas
habitualmente para demostrarlo no son elementales, e involucran conceptos mas alla de
nuestro objetivo en este trabajo. Por un lado, el calculo del nimero de enlace mediante
el grado equivale a una tercera definicién mediante teorfa de la interseccién (véase [Wh]),
mientras que la equivalencia de esta tltima con la formula integral que tenemos se puede
ver en [ArK] o en [BT] (en esta ultima referencia, el argumento es vélido en el caso m = 2,
aunque los autores proponen que se generalice a cualquier dimensién).

Es muy facil ver que la definiciéon 7.3 de invariante de Hopf es equivalente a la 5.1.
Primero, nétese que w, y wy, extendidas por cero, son ambas representantes del generador
de H™(S™). Asi, por un lado, segin la definicién integral de invariante de Hopf,

h(f) = /SQm_1 a, N dag.

Por otro lado, por tener la misma integral, w, y wy, son cohomélogas; es decir, existe una
B € I'™=1(S™) tal que w, — w, = df. Por tanto:

Qg N (na - nb) = Qg A (f*d6> = id(aa A f*ﬁ) Fda, A fB.

El dltimo término de la derecha es igual a

N N8 = [ (wa A B),

pero w, A es de grado 2m —1 en S™ y, por tanto, se anula. El teorema de Stokes concluye
la, demostracion:

0= [ aanm= [ aunm=as 0.0

8. APLICACIONES EN EL ESTUDIO DE LA HOMOTOPIA DE LAS ESFERAS

En esta seccién, veremos que el invariante de Hopf puede arrojar luz sobre el calculo de los
grupos de cohomotopia [M,S¥], y, en concreto, cuando M = SP, los grupos de homotopia
m,(S¥) = [SP, S¥]. El desarrollo se basa en la exposicién de [ORz].

Primero, estudiamos el caso dim(M) < k.

Lema 8.1. Sea M una variedad (posiblemente no compacta). Sean f,g : M — S¥ dos
aplicaciones continuas que no tengan imdgenes antipodales: f(x) # g(x) para todo x € M.
Entonces,
_ tg(x)+ (1 -1)f(x)

ltg(z) + (1 = 1) f(2)]l
es una homotopia bien definida con Hy = f, Hy = g. En particular, si f no es suprayec-
tiva, entonces, es nulhomotopa.

Hy(x)

Demostracion. Sea x € M. Entonces, tg(x) + (1 —t)f(x) es un punto del segmento que
une f(x) con g(z). Como ambos puntos pertenecen a la esfera, tg(z) + (1 —t)f(z) =0
si y solo si f(z) = —g(z), excluido por hipétesis. Por tanto, H estd bien definida (y es
continua).

Finalmente, si f no es suprayectiva, esto es, existe un p ¢ f(M), entonces, f es hométopa
a la aplicacién constante p. O
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Corolario 8.2. El grupo de cohomotopia [M,S*] es trivial si diim(M) < k. En particular,
7,(S*) = {0} para p < k.

Demostracion. Por la proposicion 1.7, es suficiente probar que cualquier aplicacién dife-
renciable f : M — S* es nulhométopa. Y en efecto lo es: por el teorema de Sard facil 1.4,
f no puede ser suprayectiva, y el lema implica que es nulhométopa. Il

A continuacién, el caso k = dim(M). Para ello, utilizaremos el teorema de Hopf, que
afirma que el grado de Brouwer-Kronecker distingue entre clases de homotopia [M,S™],
junto con el siguiente lema:

Lema 8.3. Sea M wuna variedad compacta, orientada, sin borde y de dimension m. FEn-
tonces, para cada entero d, existe una aplicacion hg : M — S™ de grado d.

Demostracion. Primero, veamos el caso M = S™: encontraremos una f; : S” — S™ de
grado d para cualquier d € Z.

Caso d = 0. Basta tomar como f, cualquier aplicacién constante.

Caso d > 1. Cualquier punto x € S™ se puede parametrizar segin

x = (21,22,2") = (pcosh, psind, z'), p=+/1—|2'|>

Definimos la aplicacién
gal(x) = (pcos(d - 6), psin(d - 6),2'),

que, geométricamente, enrrolla las circunferencias {(pcosf, psinf, ') : 2’ fijo}, d veces
sobre si mismas. Para eliminar el parametro 6, obsérvese que

cos(d - 0) = Py(cosf,sinf), sin(d-60) = Qq(cosh,sinb)

para ciertos polinomios homogéneos Py, (J; de grado d. Se tiene:
ga(r) = (PPd (%131, %932) , PQa <%$1, 3-,562) ,93/>
= (ﬁpd (w1, 22), pd%Qd (71, 22) 713/) -

Esto muestra que g, es diferenciable salvo cuando ||z’|| = 1. Para arreglar esto, usamos la

deformacion p de p definida por
p=v1=A(lz]?),

para A(t) una funcién diferenciable que es = t para t < % y <t parat > %, como en la
figura siguiente:

A<t

N[ =
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Por tanto, ahora tenemos una aplicacion diferenciable

X 1 1 ,

ga(x) = de (21, 72), FQd (z1,22),2" | .
Para ||2/|| < 1, coincide con gq(x) € S™, pero, en caso contrario, debemos normalizar para
obtener f; = ga(x)/||ga(x)|| : S™ — S™. Afirmamos que deg(f,) = d.
En efecto, sea a = (1,0,...,0) € S™. Supongamos que fq(x) = a. Entonces, 2’ = 0 y
p =1, luego fy(x) = ga(z) = (cos(d - 0),sin(d - ),0), y obtenemos

k
r = (cos O, sinby,0), O = 273, 0<k<d.

Suficientemente cerca de cada uno de estos puntos podemos usar la parametrizacién x =
(pcosB, psinf, x’), que es compatible con la orientacién estandar de la esfera. La expresion
local de nuestra aplicacién es, pues:

fa=ga:(0,2") = (d-0,2").

Esto es claramente un difeomorfismo que preserva la orientacién, lo que muestra que a es
un valor regular de f;, v

deg(fa) = Z sign, (fa) = Z(‘H) =d.

d
zefy ' (a) k=1

Se puede usar este mismo método para d negativo, simplemente enrollando en el sentido
horario, en lugar de antihorario. Sin embargo, tenemos un argumento alternativo.

Caso d = —1. La simetria

for (@, Ty Tina1) = (T, -+ Ty — 1)

tiene grado deg(f_1) = —1. En efecto, f_; lleva el polo norte ax = (0,...,0,1) al polo
sur ag = —ay, pero d,, f-1 es la identidad, pues los vectores tangentes tienen su tltima
componente nula. Sin embargo, T, S™ y T,,S™ tienen orientaciones opuestas, asi que f_;
invierte la orientacion, luego deg(f_1) = —1.

Caso d < 0. Sea fg = f_1 0 f_4, de forma que, por la proposicion 4.5,
deg(fa) = deg(f-1) deg(f-a) = (=1)(—=d) = 4,
como se queria.

Pasamos al caso general. Es suficiente encontrar h : M — S™ de grado £1. En efecto,
dada tal h, podemos usar las aplicaciones fi4 anteriores para definir hy = fi40 h, que
tiene grado d por 4.5. De hecho, construiremos una aplicacion h : M — S™ tal que el polo
norte ax = (0,...,0,1) € S™ es un valor regular con una tnica preimagen.

Sea U un abierto de M difeomorfo a R™. Consideremos una funcién meseta diferenciable
en R™:
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Identificando U = R™, definimos h : M — S™ por

0,...,0,—1), el polo sur, para = ¢ U,

ha) =3 2r@e r@Pofel?y
(7(96)2 + [|z)|2 7(x)? + Htz) P eU.

Esta aplicacién estd bien definida, porque, si € U con ||z| > 1, se tiene 7(x) = 0y
h(xz) = (0,...,0,—1). Por otro lado, usando las ecuaciones de la proyeccién estereogréfica
7 desde el polo sur, para cada x € U con 7(z) # 0, se tiene que

h(z) =7t (%) .

De esta forma, h es el difeomorfismo 7' para 7(x) = 1, esto es, para ||z|| < 3. Por
otro lado, z = 0 es la tnica preimagen de (0,...,0,1). En efecto, supongamos que

(0,...,0,1) = h(z). Entonces, x € U y 7(x) # 0, por lo que
0 =h(a) =1 [ ——
000 =) =7 ().

asi que x = 0. Esto concluye la demostracion. 0

(8.4) Extensién antipodal, linealizacién y normalizacién. Sea M una variedad
orientada y sin borde de dimensién m (posiblemente no compacta).

(1) Fijamos un sistema de coordenadas R™ = U C M y una aplicacién h : R™ —
R™ tal que h~*(0) = {c}. Usando la proyeccién estereografica desde el polo sur ag =
(0,...,0,—1) € S™ para identificar R™ con el abierto V' = S™ \ {as} y 0 € R™ con el

polo norte ay = —as. Entonces, h = 7! o h se puede ver como una aplicacién sobre
R™=V CS™

M c—— 0=ay S™

U+=sR" — s R« = 4V

Lo que queremos es extender h : U — V a h : M — S™, de forma que, fuera de cierto
entorno de ¢, todos los puntos de M vayan al polo sur.

Para ello, modificamos h con un truco analogo al usado en la demostracién anterior:

B 0,...,0,-1), el polo sur, para = ¢ U,
W) =4 (omlhla) - by
(Tc(iv)2 + [|h(@)[*7 7e(2)? + ||h(w)||2) P <O

donde 7. es una funcién meseta diferenciable R™ — R:

1 —c <2
Tc@)_{, o=l < &

0, |lz—¢|>1

Como antes, esto define bien una aplicacién diferenciable, pues ||h(z)|| # 0 en un entorno
de ||z—c¢|| > 1,y h(z) = (0,...,0,—1) para ||z—c|| > 1. Usando nuevamente las ecuaciones
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de la proyeccidon estereogréfica m desde el polo sur, para cada x € U con 7(x) # 0 se tiene

que
h(z) =71 (—h(:E)) :
7(2)
luego h = w0 h en la bola de radio 1/2. Nétese también que h(z) = (0,...,0,1) siy

solosiz € Uy h(x) =0, siy solo si x = c¢. Llamamos a esta construccion la eztensidn
antipodal.

A la vista del lema de homotopia, 8.1, también nos interesan las posibles imdgenes anti-
podales de h y h en S™. Supongamos que es el caso para algin punto x € U. Entonces:

( 2re(w)h(r)  Te(w)” — Hh(ﬂf)\l2) _ ( 2h(x) 11— Hh(ﬂf)\l2)
()2 + [[P(@) 127 7e(2)? + [|A () ||? Lt (@) 1+ h(2)]? )

Fijandonos en la tltima componente de la ecuacién anterior, tenemos que 7(z) = ||h(z)]|?
(y, por tanto, h(x) # 0). Entonces, fijandonos en el resto de componentes, obtenemos
Te(@)hi(x) hi(x)
T(@)? + k()] 1+ (k)]

que es imposible. Concluimos que h y h no tienen imdgenes antipodales.

(2) Ahora, supongamos que h es un difeomorfismo, y denotemos L = d.h, que es un
isomorfismo lineal. Entonces,

h(tz + (1 —t)c)

t ) t#()?
L(x —¢), t=0

es una homotopia entre Hy = L — L(c) y Hy; = h. En efecto:
'd
h(z) = h(z) — h(c) :/ Sh(tr + (1 - He)ds

m—1

1m+1
= [} 3 g+ (00— gt = T~ dae

=1

donde las g;’s son las funciones continuas

gi(x)z/o SZ(tx—i—(l—t)c)dt.

En particular, g;(c) = %(0), y, sustituyendo todo en la definicién de H;, se concluye que

m+1

Hy(x) = (2 —c)gi(tr + (1 —t)e), 0<t<1,

con lo que H es continua.

Ademas, observamos que H(x) = 0 si y solo si # = ¢, asi que podemos aplicar una
extension antipodal a H para obtener una homotopia Ht tal que H; = hy moHy = L—L(c)
cerca de c. Hemos linealizado la aplicacién h.
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(3) El determinante del isomorfismo lineal L puede ser positivo o negativo. En el primer
caso, sea A la identidad, y, en el segundo, la simetria respecto a la primera variable en
R™. En cualquier caso, los signos de los determinantes de L y A coinciden.

Observemos que GL(m, R), el espacio de matrices mxm invertibles, tiene dos componentes
conexas: {det > 0} y {det < 0}. En efecto: por un lado, la ecuacién det = 0 muestra
que hay al menos dos. Para ver que hay como mucho dos, basta probar que {det > 0}
es conexo por caminos; la conexion de {det < 0} se obtiene cambiando el signo de la
ultima columna. En primer lugar, el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt da un
camino entre cualquier matriz (v; - - - v,,,) de determinante positivo y una matriz ortogonal
de determinante +1: se aplica el proceso

wy = vi/|vi],
Jj—1 ’
r_ o <Uj7wz‘> !
W; = (”J ZZ <w§,w§)wz> ARl E
lo que nos permite definir los caminos continuos
wi(t) = vi/ vl t €10,1],

(1) = ( Y Hiw) /- teal

=1

Noétese que, para todo t € [0,1] y para todo 1 < i < m,
Span{wl(t)7 s ,U}Z(t)} = Span{vla s 7vi}7

asi que {wy(t), ..., wy(t)} es una base de R™ para todo t. Dicha base coincide con la base
ortonormal {w},...,w] } parat = 1. Asi, el camino de matrices (w;(t) - - - w,,(t)), que esta
contenido en {det > 0}, es el que buscdbamos. Ahora, encontraremos un camino entre
la matriz identidad y W = (w], ..., w/,). El teorema espectral para matrices ortogonales
garantiza que se puede encontrar una matriz ortogonal P tal que

diag(R(61), ..., R(6k)), m = 2k par,
diag(R(61),...,R(0k),1), m =2k + 1 impar,

R(6) = cost) —sind
sinf)  cos
es una matriz 2 x 2 correspondiente a una rotaciéon. En cualquier caso, el camino

0,1] >t~ P diag(R(tb1), ..., R(t0;))PY,  m =2k par,
| P diag(R(t61), ..., R(t6)),1)P", m =2k + 1 impar

une la identidad (t = 0) con W (¢ = 1) sin salirse de {det = 1}.

PTwPp = {

donde

Ahora, sea t — A; un camino que una Ay = L con A; = Ay tal que det(A;) # 0 para
todo t. Aplicamos la extensién antipodal a B, = A; — A;(c¢) para encontrar una homotopia
B; entre una extensién antipodal de L — L(c) y una de A — A(c). Nétese que la extension
antipodal es posible porque, al ser A; invertible, B;(z) = A;(x —¢) = 0 si y solo si = c.
Esta normalizacién muestra que h es hométopa a By, la extensién antipodal de A — A(c).



INTRODUCCION A LA TEORIA DEL INVARIANTE DE HOPF 29

Estas manipulaciones son la clave para probar el teorema de Hopf, que afirma que ejemplos
como el 4.8 no son posibles para aplicaciones sobre esferas.

Teorema de Hopf 8.5. Sea M una variedad compacta, orientada, sin borde y de dimen-
sion m. Dos aplicaciones continuas M — S™ con el mismo grado de Brouwer-Kronecker
son homdtopas.

Demostracion. Hacemos la demostracién para m > 2. Para m = 1, se puede seguir una
argumentacion similar, pero mas engorrosa. Recomendamos, sin embargo, consultar el
trabajo de fin de grado [Est] para una demostracién elemental del caso m = 1.

Como de costumbre, basta probar el teorema para aplicaciones diferenciables. Lo demos-
traremos viendo que todas las aplicaciones f : M — S™ de grado d tienen una forma
normal comun. Supongamos que deg(f) = d > 0 (resp., d < 0) y fijemos un dominio de
coordenadas U = R™, cuyo sistema de coordenadas sea compatible con la orientacién, y
d puntos ¢y, ...,cq € U (ninguno si d = 0). Vamos a constuir una aplicacion homdtopa a
f que solo depende de estos puntos y d.

Escogemos a € S™ un valor regular de f, que, mediante una difeotopia de la esfera
(teorema 1.11), podemos mover al polo norte. Entonces, a tiene 2r 4+ d preimagenes, de
forma que

1. en d + r de las preimagenes, el signo de f es positivo (resp., negativo),
2. en las r restantes, el signo de f es negativo (resp., positivo).

Entonces, escogemos 2r+d puntos p1, q1, - - -, Pr, Gr, C1, - - -, cq € U, y usamos una difeotopia
para mover los puntos de f~1(a) como sigue (no se hace nada si no hay puntos que mover):

1. los 7 en los que f es negativa (resp., positiva) a ¢i, ..., g,
2. algunos r en los que f es positiva (resp., negativa) a p1,...,pr,
3. los d restantes a cq, ..., cq.

Identificamos U = R™ mediante el sistema de coordenadas, y nuestros puntos g, px, ¢
estan en R™. Usamos una difeotopia de R™ que sea la identidad fuera de una bola su-
ficientemente grande (nuevamente, teorema 1.11) para mover dichos puntos, de forma
que

1. g = (=3k,0,...,0),
2. p = (3k,0,...,0),
3. ¢ =(3(s+1),0,...,0) para algin s > r fijado.

Ahora, consideramos las aplicaciones que resultan de restringir f a las bolas abiertas
de radio 1 centradas en los puntos qx, px, ¢;. Aplicamos a estas restricciones la extension
antipodal (8.4 (1)). Estas extensiones antipodales son = —a fuera de dichas bolas, por
lo que se pueden pegar para obtener una aplicacién diferenciable f : M — S™. Ademss,
f v f no tienen imdgenes antipodales, asi que son hométopas, consecuencia del lema
8.1. Aplicamos la linealizacién y la normalizacién (8.4 (2), (3)) por separado en las bolas
mencionadas. Como f es = —a fuera de las bolas, las homotopias correspondientes se
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pueden pegar. El resultado es una aplicacién g : M — S™, hométopa a f —Iluego a f—,
que es, en las bolas centradas en gy, pg, ¢;, respectivamente, la extensién antipodal de

1. la simetria (z1,y) — (—x1,9) + g,
2. la traslaciéon (z1,y) — (z1,y) — pr, ¥
3. la traslacién (x1,y) — (z1,y) — ¢,

donde z; es la primera coordenada e y son todas las demés.

simetria =—a traslacion traslacion
dr ¢ D1 Dy C1 Cd
1 =0 1 =3r+1
Ty = —37‘ —1

Lo importante aqui es que g(—z1,y) = g(x1,y) para |y| < 3r + 1. Esto implica que la
siguiente homotopia estd bien definida (y, por tanto, es continua) para 0 < ¢ < 3r + 1:

g(x1,Y), x| 21,
bt = {200 I
g(t7y)7 |$1| St

Notese que esta homotopia en R™ = U C M se extiende a M, pues H; = —a fuera de
—3r—1<uz; <3(s+d)+1, ||y]| <1. Tenemos que Hy =gy

I (2) = g(x) en las bolas centradas en los puntos ¢;,
S T fuera de dichas bolas.

Esta h = Hs,,1 es la aplicacion que buscamos. Por supuesto, es hométopa a f, el polo

norte a es un valor regular de h, h™'(a) = {c1,...,c4} v h es la extensién antipodal de
la traslacién (zq,y) — (x1,y) — ¢; en las bolas unidad centradas en cada c¢;. Notese que si
d = 0, esta es la aplicacién constante = —a. 0

Corolario 8.6. Sea M una variedad compacta, orientada, sin borde y de dimension m.
Entonces,

(M) = 7.
En particular, 7,(S™) = 7™ (S™) = Z.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de los resultados anteriores, pues el grupo
de cohomotopia 7™ (M) = [M,S™]. O
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Los teoremas que se han visto en esta seccién ilustran que los grupos [M,S*] cuando
k < dim(M) estdn bien determinados: [M,S*] = Z para k = dim(M) y [M,SF] = {0}
para k < dim(M). El problema es, entonces, el caso k > dim(M), especialmente para
esferas M = SP. El invariante de Hopf es de particular utilidad al estudiar 7o,,_1(S™).

Proposicién 8.7. Si existe una aplicacion f : S*™~1 — S™ de invariante de Hopf no
nulo, entonces, la aplicacion

fo 1 Z = Top_1(S*™71) = o1 (S™),
9] = [f oyl
es inyectiva. En particular, ma,—1(S™) es infinito.
Demostracidn. Sean gy, gs : S*™~1 — S™ tales que [f o g1] = [f o go]. Entonces, h(fog,) =
h(f o g2) y, por la proposicién 5.5,

h(f)deg(g1) = h(f) deg(gz)-

Pero h(f) # 0, asi que deg(g1) = deg(ga) v el teorema de Hopf 8.5 implica que [g1] =
[g2]-

O

Claramente, las f que parecen mas apropiadas para esta construccién son aquellas con
h(f) = 1. En la siguiente seccién, se exploran las fibraciones de Hopf, que son un ejemplo
clasico de tales aplicaciones.

9. FIBRACIONES DE HoPF. CALCULOS EN DIMENSION DOS

Antes de estudiar las fibraciones de Hopf, necesitamos presentar brevemente las nociones
de fibracion y fibrado.

(9.1) Fibraciones y fibrados. Dados tres espacios topoldgicos X, E, B, y aplicaciones
f:E— X, h:X — B, sedice que h : X — E es una elevacion de h si el siguiente

triangulo conmuta:
E
27

Una fibracion de Hurewicz (o, simplemente, fibracion) es una aplicacién f : E — B tal

que, para todo espacio topoldgico X y toda homotopia H : X X [0,1] — B con elevacién
Hy de H,, existe una elevacion H de H.

Por su lado, un fibrado es una cuaterna (E, B, f, F'), donde E, B y F son espacios to-
polégicos y f : E — B es una aplicacién continua sobreyectiva tal que cada punto de B
tiene un entorno abierto U y un homeomorfismo @ : f~1(U) — U x F tal que el diagrama
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es conmutativo, siendo 7 la proyeccion sobre el primer factor. Escribimos F' — F — B,
y decimos que f~!(z) = F es la fibra de x. Resulta que todo fibrado con B paracompacto
es una fibracién (véase [Spal), aunque se trata de un resultado muy profundo que no
necesitaremos. Nos contentamos con su version para cuando X es un disco, que es mucho
maés elemental y su demostracion se puede encontrar en [Hat], o con su versién para cuando
todos los espacios involucrados son variedades, que se puede encontrar en el trabajo de
fin de grado [Cas].

(9.2) Algebras sobre R. En lo que sigue, denotamos por F = R, C,H, O a los nimeros
reales, complejos, cuaterniones y octoniones, respectivamente. Debemos entenderlos como
algebras sobre R, esto es, espacios vectoriales reales dotados de un producto bilineal
entre vectores. Su producto se obtiene mediante el procedimiento de Cayley-Dickson, que,
partiendo de R, proporciona algebras duplicando el niimero de coordenadas y definiendo
un producto y una involucién, la conjugacion, que denotamos con un asterisco. Resulta
que, hasta O, todas ellas son de division. El producto en H y en © no es conmutativo, y
tampoco asociativo en Q. Para realizar manipulaciones algebraicas en IF, conviene tener
en cuenta las siguientes propiedades: si z,w € F, r e R C F,

Tz =27

2|2 = 22* = 2*z, y |e| es la norma euclidea en R™, asi que 271 = 2*/|z|? si z # 0;

= [zw| = |z][w];
» (zw)* = w*z*, por tanto, (zw)~! = wlz7Y
 2(2'w) = (22w y (w2)z* = w(zz*), luego z(z Hw =w y (wz)z~t = w.

(9.3) Las fibraciones de Hopf. Ahora, consideramos el plano F? = R?*™ m = 1,2,4,8,
con la topologfa euclidea. La recta proyectiva FP! es el cociente F? \ {0} por la relacién
de equivalencia

-1 -1 .
2] Zo = wy Wy, si z1,wy # 0,

(20, 21) ~ (w0, w1) <= )
z1 =w; =0, en caso contrario.

Equipamos FP! con la topologia imagen directa por el paso al cociente
p:F? = FP', (20,21) = (20 : 21).

Se puede comprobar ficilmente que FP! es Hausdorff con esta topologia. Ademés, nétese
que la restriccién de p a S*™~1 C F? sigue siendo sobreyectiva. En particular, p|gzm-1 es
una identificacién cerrada, pues S?™~! es compacto y FP!, Hausdorff. En particular, FP*
es compacta y se obtiene anadiendo un punto a I, por lo que es la compactificaciéon de
Alexandroff de F, pongamos F., = F U {oo}. Explicitamente,

—1
21 R0, 21 7£ Oa
00, z1 =0

Y FP! — Fo, (zozzl)l—>{

es un homeomorfismo: es continua y ambos espacios son compactos y separados. Final-
mente, es bien conocido que la compactificacion por un punto de F = R™ es la esfera S™,
por lo que tenemos un homeomorfismo ¢ : F,, — S™ facil de explicitar por proyecciéon
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‘ ;o W . .
estereogréfica, como se vera mas adelante. En todo caso, FP! = S™, y las aplicaciones
S 5 FP =S™, (20,21) = (20 : 21),

endendidas como aplicaciones potop : S*™m~1 — S§™ son las fibraciones de Hopf. A partir
de este punto, el simbolo f se referird a una de estas fibracions de Hopf.

Proposicién 9.4. Las fibraciones de Hopf son fibrados —luego fibraciones— en los que
todos los espacios involucrados son esferas. Concretamente, se tiene

S*—=S' ;S St=§ =8 SP—=ST—pst ST 8P, S

Demostracién. Cualquier fibra f~!(z) es una F-recta vectorial en F? cortada con S$*"~1

es decir, un subespacio real de dimension m intersecado con la esfera, esto es, una esfera
Sm-1,

Veamos que p : S*™~! — FP! es un fibrado. Recubrimos FP! con los abiertos {z; # 0},
i = 0,1, y definimos las aplicaciones ®; : p~}(U;) — U; x S™7 1, W, : U; x S™ 1 — p~ (1)
dadas por

Dy(20,21) = ((20 : 21), 20/ 1200) ;o ((20 1 21), A) = (A Az 21)) /(N Az )

D1 (20,21) = ((20 = 21), 21 /|21]) s, Oa((20 0 21), A) = (A(21 1 20), A) /(A (21 20), M-

Se puede comprobar algebraicamente (usando las propiedades descritas en 9.2) que ®; y
¥, son mutuamente inversas, y, como son continuas, homeomorfismos. O

En el caso m = 1, obtenemos la identificacién antipodal S* — RP!. En los otros casos,
tenemos aplicaciones S?”~! — S™ con m > 2, por lo que podemos hablar de su invariante
de Hopf. Resulta que todas tienen invariante de Hopf uno. Recuérdese que en la intro-
duccién se menciond que una aplicacién f : S?™~! — S™ con invariante de Hopf uno solo
existe para m = 2,4, 8. En este trabajo, por la simplicidad de los calculos, veremos que
la fibracién de Hopf compleja tiene invariante de Hopf uno. Para ello, vamos a explicitar
la forma de las fibraciones de Hopf con m > 2:

Proposicién 9.5. Las fibraciones de Hopf f : S?™~1 — S™ estdn dadas por la férmula

f(20,21) = (|20]” — |20]*, 221 20),

entendiendo S*™~1 C R?*™ = F?2, y las operaciones de F = C,H, Q.

Demostracion. En este caso, entendemos la fibracion f como la composicion de
- . Q2m—1 1 :
» el paso al cociente p : S — FP', (20,21) — (20 : 21),
= el homeomorfismo ¢ : FP' — F*:

¢¢(Zo:zl),_>{21_120» si z; # 0, wl:%_){(z:l), si z # oo,

00, si z; =0, (1:0), siz=o0,
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» y la proyeccién estereografica desde (1,0,...,0) € S™, ¢ : F* — S™:

2_1,2 wo

‘ (I2] _ ,Z)a7 si z # 00, 1 -7 sit#1,
Pz |2[* +1 o (tw) — .

(1,0,...,0), si z = oo, 00, sit=1.

Utilizando las propiedades algebraicas de F y componiendo las tres férmulas:

20) = (27 20> = 1,227 20) _ (20* — |21]*, 227 20)
21 2|2 + 1 |20 + |21 ]2

- (|Z0|2 - |Zl|2a 2ZTZO) ;

1

f(z0,21) = (21

que también es verdad si z; = 0. O]
Y, ahora:
Proposicién 9.6. El invariante de Hopf de f :S? — S? es 1.

Demostracion. Dividimos la demostracion en cuatro pasos:

(a) Encontrar una 2-forma w en S* con [, w = 1.

(b) Retrotraerla a S* mediante f.

(c) Encontrar una 1-forma a en S® tal que da = f*w.

(d) Calcular h(f) = [ o A dov.
(a) Una 2-forma w en S* con [y, w = 1.
La forma de volumen habitual en la esfera es

Q, = det(x,®) = z1dry A das — zodzy A das + x3dry A day,

que tiene fSQ Q) = 4x. Por tanto, w = ﬁQ cumple lo que buscabamos.

En el abierto {z3 # 0} de S?, cuyo complementario tiene medida nula, la forma w tiene una
expresion mds simple. En efecto, como z3 +z3+12% = 1, entonces, z1dx; +xodzy+r3das =
0. Esto permite eliminar dzz de la expresiéon de w:

1 day Adas
w=-——>=
4 T3

(b) Retrotraerla a S* mediante f.

La forma explicita de f en este caso es

xl:$2+y2—u2—02(§2(3:2—|—y2)—1,

IS 2 = 2(zu + yv),
x3 = 2(yu — xv),
donde () es consecuencia de que 22 + y? + u? + v* = 1. Entonces:

Frw= f* 1 day Adao ) id(az:2 +y?) Ad(xu + yv)
N o Yyu — TV

1
= ——d(ad dv).
4m T3 U (2dy + udv)
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(c) Una 1-forma o en S® tal que da = f*w.
Evidentemente, o = —%(a:dy + udv) es una primitiva de f*w.
(d) Calcular h(f) = [y a Ada.

El invariante de Hopf de la fibracién de Hopf compleja es:

1
h(f)z/oz/\dozz— (xdy A du A dv + udv A dz A dy)
S3

7'('2 S3

2

(por simetria) = —2/ xdy A du A dv.
T S3

Para calcular dicha integral, usamos coordenadas esféricas 0 < & < m, 0 < ¢ < T,

0<6<2m:

de manera que la integral se convierte en

h(f) = %/OW /OF/O Wsin(§)4 sin(¢)® cos(0)?dfdpdé

= % /7T sin(€)*d¢ /7r sin(¢)*d¢ /27r cos(6)%d
0 0 0
2 3r4

il 0
72 8 3

(9.7) Interpretacién geométrica. Este invariante de Hopf también se puede calcular
geométricamente. Tomando coordenadas polares en C, la fibracién f = p : S* — CP! se
escribe (rge?® r1e1) i (rge® : rie®), con 72 +r? = 1. Si r; # 0, para un ratio fijo 7o /71,
los 4ngulos 6; recorren independientemente S', de forma que los puntos (re',re?t)
forman un toro 7T, C S*. Segin varfa 0 < p < oo, estos toros llenan la totalidad de S?
salvo los dos casos limite, donde los radios rg y r1 son 0, respectivamente, en cuyo caso los
toros degeneran a circunferencias Ty y T,,. Estas dos circunferencias son las circunferencias
unidad en los factores C x {0} y {0} x C, respectivamente, asi que, mediante la proyeccién
estereografica @ : S*\ {(0,0,0,1)} — R? desde el polo norte, cuyas ecuaciones son

x Y u
|_>
('x?y?u?v) (1—’(}71—@71—@),

Ty v Tw se corresponden con la circunferencia unidad en el plano zy y con el eje z,
respectivamente. Los toros concéntricos T}, se disponen segtin la siguiente figura:
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FIGURA 3. Imagen mediante proyeccién estereogréfica S* — R3 de los toros
formados por las fibras de la fibracién de Hopf compleja S' — S* —, S?
(figura tomada de [Hat], §4.2, ejemplo 4.45).

Cada toro es unién de fibras S, cada una dada por los pares (6, 1) con 6y — 6 constante.
Dichas fibras tienen pendiente 1 en el toro, de forma que le dan una vuelta longitudinal
y meridionalmente a la vez. Segiin p se acerca a 0 o a oo, las fibras S! se parecen més
a Ty o a T,,. Por ltimo, si se miran desde arriba (esto es, desde un punto en el eje z
positivo), las fibras estdn orientadas en el sentido de las agujas del reloj, mientras que T,
esta orientado en el sentido positivo de la variable z.

Segtn la definicion 7.2 del invariante de Hopf como ntimero de enlace, el invariante de Hopf
de la fibracién de Hopf serd el numero de enlace de cualesquiera dos fibras. Atendiendo a
la descripcion anterior, dicho niimero de enlace es 1.

Finalmente, veremos cémo la fibracién de Hopf compleja, f : S* — S?, induce isomor-
fismos entre los grupos de homotopfa de 7,(S?) y 7,(S?). El argumento que damos estd
relacionado con la ezactitud de la fibracién St — S* — S§%) véase [Hat].

Teorema 9.8. Sea n > 3. Entonces, la aplicacion
fo s Ta(S?) — ma(S?),
lg] = [f o g]

es un isomorfismo. En particular, m3(S?) = Z.

Demostracion. Sea I = [0,1]. Denotamos por 0I™ a la frontera topologica de I™ en R™.
Las clases de homotopia de aplicaciones g : S* — X, donde X es un espacio topolégico
conexo por caminos, se pueden identificar con las clases de homotopia de aplicaciones
=g: (I",0I") — (X, xg), siendo xy € X cualquier punto, pues S" ~ I"/0I", y donde
las homotopias son constantes en OI". Ademéds, denotaremos por J" ! a la adherencia
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de oI™ \ (I"™' x {1}). Nétese que existe un homeomorfismo ¢, : I" — I" que hace
corresponder "1 x {0} con J"! y el resto de caras con I"~! x {1}.

Dicho esto, dividimos la prueba en dos partes: se verd la sobreyectividad y la inyectividad
de f, por separado.

Sobreyectividad. Dada una g : S® — S?, existe una G : S* — S? tal que foG ~ g. En efecto,
viendo g como una aplicacién g : (I",01") — (S?, x), resulta que g : I" x [0,1] — S? es
una homotopia con gy = g|m-1x0} = Zo. Escogido un yo € f~'(z¢) =: F, la aplicacién
Jo = Yo es una elevacion de go. Al ser f una fibracién (9.1), existe una g que hace conmutar

al diagrama
> lf

"' % [0,1] —— S?

En concreto, g : I" — S* cumple que §|m-1xg01 = Yo y f © g = g. Componiendo con el
homeomorfismo ¢, podemos suponer directamente que g|—1 = o, mientras que, por
ser fog=g, g(I"' x{1}) C F.

Asi, como m,_1(S') = 0 (elemental, véase [PJR]), la aplicacién
§|I"*1><{1} : (In_l X {1}’6(In_1 x {1})) — (F, yO) = (Slvyo)

es nulhométopa, pongamos, mediante una homotopia Hy : (I"™' x {1}) — F que deja
O(I"' x {1}) fija en yo. Sea G : (I",0I") — (S3,yo) la aplicaciéon que resulta de pegar
las aplicaciones g y H:

Yo
Yo
g
Yo g Yo ~ Yo F Yo
H
F
Yo

Ademés, § y G son hométopas en S® mediante la homotopia H que consiste en ir pegando
a ¢ segmentos de H cada vez més largos: H, : I"™ — S3,

T
_ i L <1—1/2,
iy, 2) = g(y’l—tm)’ T 1=t/

donde y son las primeras n— 1 coordenadas y z, es la dltima. Asf, fo H es una homotopia
entre foHy=fog=gqgy foH = foG.

Inyectividad. Sean g,g" : S® — S? dos aplicaciones tales que f o g ~ f o ¢. De nuevo,
se pueden ver como aplicaciones g,g : (I",0I") — (S xy) tales que fogy fog
son hométopas mediante una homotopia que deja constante OI", sea esta homotopia
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G: (I"x I,0I" x I) — (S?, f(xp)). Aplicamos de nuevo la propiedad de levantamiento

de homotopias 9.1
SS
=7

n 2
1 XITS

a partir de las elevaciones parciales é|]n><{[)} =g, C~§'|1nx{1} = ¢, Glyn-14; = 70 (estas tres
elevaciones parciales, por homeomorfismo de I™ X I en si mismo, equivalen a una elevacion
parcial definida tnicamente en I" x {0}). Se obtiene una G : I x I — S?, homotopia
entre g v ¢/, tal que f oG = G vy, por tanto,

Gy (I, 01", J"™Y) — (S3, F, z),

donde F = f~!'f(xzy) = S!. Volvemos a utilizar que m,(S') = 0 para encontrar una
homotopfa H entre G|m-1xqyxr : (1" x {1} x I,0(I" ' x {1} x I)) y 2o que fije la
frontera, y la pegamos a G. Mediante homeomorfismo en el espacio resultante de pegar
estas dos aplicaciones, obtenemos una homotopia (I",0I") — (S, z¢) entre g y ¢'. La

siguiente figura ilustra el argumento:

g Zo 9 g
F é To ~ To H F é Zo X X Zo
g/ o g/ g/

O

El invariante de Hopf simplifica la prueba de la inyectividad para el caso n = 3: si dos
aplicaciones ¢,¢' : S* — S* cumplen que fog ~ f o g, entonces, h(fog) = h(fog).
Usando la proposicion 4.6,

deg(g) = deg(g) h(f) = h(f o g) =h(f og') = deg(¢') h(f) = deg(q),

y el teorema de Hopf 8.5 implica que g ~ ¢'.
Por otro lado, el invariante de Hopf da un isomorfismo explicito h(f) : 73(S*) — Z:

Sobreyectividad. Para cada k € Z, existe una g : S* — S* de grado k (lema 8.3), y, por la
proposicion 4.0,

h(f og) =h(f)deg(g) = F,
esto es, la aplicacién f o g:S* — S? tiene invariante de Hopf igual a k.

Inyectividad. Supongamos que g, ¢’ : S* — S? son dos aplicaciones con el mismo invariante
de Hopf. Por la sobreyectividad de f, (teorema 9.8), existen G, G’ : S* — S tales que

g=folG, ¢~foG"
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Aplicando de nuevo la proposicién 4.6, deg(G) = h(g) = h(¢') = deg(G’). El teorema de
Hopf 8.5 dice que G y G’ son homoétopas, luego

g~ foG~foG ~¢.
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