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e Whitehead, 1947: férmula integral (nuestro punto de vista).

e Adams, 1960: solo existen aplicaciones con h =1 para m = 2,4, 8,
con consecuencias muy importantes.

e Otras aplicaciones:

e Cilculo de grupos de homotopia (m2m—1(S™)).
e Estudio de campos vectoriales en fisica.
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Preliminares: varierdades diferenciables, regularidad, homotopia,
integracién y cohomologia.
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Invariante de Hopf mediante integracion.

El invariante de Hopf es un namero entero.

Disgresion: definicion mediante el nimero de enlace.
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6. Aplicaciones de la teoria desarrollada:

e Grupos de cohomotopia [M,S¥] (en particular, 7,(S*)).
Teorema de Hopf: [M,S™] .

e Grupos de homotopia mm—1(S™). Son infinitos para m par.

e [ibraciones de Hopf. La fibracién de Hopf compleja induce
isomorfismos 7,(S*) ~ m,(S?), n > 3.

e En concreto, el invariante de Hopf es un isomorfismo explicito
m3(S?) 2 Z.
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Sea f : S?™—1 — S™ diferenciable. Sea w una m-forma en S™ con
Jsmw = 1. Sea « una primitiva de f*w. El de f es el

numero
h(f) :/ a A da.
Smel

Propiedades:
e Es (~ definicidn para aplicaciones
continuas).
e Si mes impar, h =0.
e Si f es nulhométopa, h(f) = 0.
o SiS2m-1 & 2m—1 .y gm (o g) = h(f) deg(g).
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Jsmw =1. Sea a una primitiva de f*w. Sean a € S” un valor regular
de f y M, = f~1(a), orientada segin la orientacién inducida. Entonces,

h(f) = /M a.

a

Demostracion. Primero, [\, a = [, « para todo b en un entorno de a:

e Rr =S\ f(Cy) es abierto, escogemos a € U C R (U =R").
e Para cada b € U, existe un camino diferenciable v que une a con b

= f~1(7) subvariedad compacta orientada de dimensién m con
borde M, U M}, (o bien ().
e Aplicando Stokes:

/oz—/ a:/ da:/ f*w=0.
5 My f=1(7) f=1(v)
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Fibracién de Ehresmann aplicada a f|¢-1yy : £~ H(U) — U:

M, x U —> F~HU)
Ahora, supongamos que supp(w) C U = supp(a Ada) C f~1(U). Asi:
h(f):/ a/\da:/ h*a/\h*da:/ h*a A b ffw
F-1(U) M,x U M,xU
:/ h*a/\ﬁ,w:/ / h*« ot | w
M,x U U \JM,x{e}
:/(/ a)wz(/ a)(/w)z/ -
U » M, u M,
————

=1
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Finalmente, si supp(w) € U, tomamos w’ con soporte en U e integral 1
= W =w+ds.

o = a+ f*f3 es una primitiva de f*w’. Asfi:

pues, para todo x € M,, (f*/3)x es nula al evaluarla sobre vectores de
TyM, = kerd,f. O
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Proposicion
El invariante de Hopf de cualquier f : S?"~1 — S™ es un niimero

entero.

Demostracién. Sean a un valor regular y M, = f~1(a). Tomamos
c ¢ M,. La homotopia

(1—t)x+t(—c)
11 = t)x + t(=c)

H:[0,1] x M, — S*™71 (t,x)

une Ho : M, < $?™~1 con H; = —c. Ademids, H} =|m,, H; =0.

Usando Stokes y escribiendo N = [0,1] x M,,

/a:/ Ha‘oz—/ Hfa:/ H*a:/H*da:/(foH)*w.
M, M, M N N N

a
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Para concluir:
e foH: N — S™ entre variedades compactas de la misma dimensidn.

e T. Sard: existe p € R¢ \ {a,f(—¢)}
= (foH)™*(p) ={q1,---,a:} (iy gk ¢ ON por la eleccién de p!)

e De hecho, existen Wy, ..., W, C N abiertos disjuntos y W entorno
abierto de p tales que f~H(W) = J,_; Wk y (f o H)|w, : Wk = W.
e Si tomamos w con soporte en W, supp((f o H)*w) C |J, Wk, y

/N(f o H)'w = /(foH)l(W)(f o Hy*'w = ; /Wk(f o H)*w

r

— kz_:l <j: /W w) = (1)

k=1
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Si equipamos FP! con la topologia cociente, FP! = F, = S™.

Fibraciones de Hopf: el paso al cociente F? \ {0} — FP! restringido a
S2m—1:

p‘SZm—l ! S2m_l — F]Pl = Sm,
visto como una aplicacién f : S?™~1 — S™ (sigue siendo sobreyectiva).

i Tienen invariante de Hopf 1!
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Fibracion de Hopf compleja

% %

Fig. 1: Imagen mediante proyeccién estereogréfica S — R? de los toros
formados por las fibras de la fibracién de Hopf compleja S' — S* —¢ S? (figura
tomada de [Hat], §4.2, ejemplo 4.45).
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