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Introducción y resumen



Introducción

• Hopf, 1930’s: invariante de homotoṕıa para aplicaciones entre

esferas,

f : S2m−1 → Sm  h(f ) ∈ Z.

Análogo al grado de Brouwer para aplicaciones Mm → Nm.

• Whitehead, 1947: fórmula integral (nuestro punto de vista).

• Adams, 1960: solo existen aplicaciones con h = 1 para m = 2, 4, 8,

con consecuencias muy importantes.

• Otras aplicaciones:

• Cálculo de grupos de homotoṕıa (π2m−1(Sm)).

• Estudio de campos vectoriales en f́ısica.
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• Estudio de campos vectoriales en f́ısica.

2



Introducción

• Hopf, 1930’s: invariante de homotoṕıa para aplicaciones entre
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Resumen del trabajo (cuerpo)

1. Preliminares: varierdades diferenciables, regularidad, homotoṕıa,

integración y cohomoloǵıa.

2. Grado de Brouwer-Kronecker mediante integración.

3. Invariante de Hopf mediante integración.

4. El invariante de Hopf es un número entero.

5. Disgresión: definición mediante el número de enlace.
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2. Grado de Brouwer-Kronecker mediante integración.

3. Invariante de Hopf mediante integración.

4. El invariante de Hopf es un número entero.

5. Disgresión: definición mediante el número de enlace.

3



Resumen del trabajo (cuerpo)

1. Preliminares: varierdades diferenciables, regularidad, homotoṕıa,

integración y cohomoloǵıa.
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Resumen del trabajo (aplicaciones)

6. Aplicaciones de la teoŕıa desarrollada:

• Grupos de cohomotoṕıa [M, Sk ] (en particular, πp(Sk)).

Teorema de Hopf: [M, Sm]
deg
' Z.

• Grupos de homotoṕıa π2m−1(Sm). Son infinitos para m par.

• Fibraciones de Hopf. La fibración de Hopf compleja induce

isomorfismos πn(S3) ' πn(S2), n ≥ 3.

• En concreto, el invariante de Hopf es un isomorfismo expĺıcito

π3(S2)
h' Z.
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El invariante es un número

entero



El invariante de Hopf: generalidades

Definición

Sea f : S2m−1 → Sm diferenciable. Sea ω una m-forma en Sm con∫
Sm ω = 1. Sea α una primitiva de f ∗ω. El invariante de Hopf de f es el

número

h(f ) =

∫
S2m−1

α ∧ dα.

Propiedades:

• Es invariante por homotoṕıa ( definición para aplicaciones

continuas).

• Si m es impar, h ≡ 0.

• Si f es nulhomótopa, h(f ) = 0.

• Si S2m−1 g→ S2m−1 f→ Sm, h(f ◦ g) = h(f ) deg(g).
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Otra fórmula integral (I)

Lema

Sea f : S2m−1 → Sm diferenciable. Sea ω una m-forma en Sm con∫
Sm ω = 1. Sea α una primitiva de f ∗ω. Sean a ∈ Sm un valor regular

de f y Ma = f −1(a), orientada según la orientación inducida. Entonces,

h(f ) =

∫
Ma

α.

Demostración. Primero,
∫
Ma
α =

∫
Mb
α para todo b en un entorno de a:

• Rf = Sm \ f (Cf ) es abierto, escogemos a ∈ U ⊂ Rf (U ≡ Rn).

• Para cada b ∈ U, existe un camino diferenciable γ que une a con b

=⇒ f −1(γ) subvariedad compacta orientada de dimensión m con

borde Ma ∪Mb (o bien ∅).

• Aplicando Stokes:∫
Ma

α−
∫
Mb

α =

∫
f −1(γ)

dα =

∫
f −1(γ)

f ∗ω = 0.
6
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Otra fórmula integral (II)

Fibración de Ehresmann aplicada a f |f −1(U) : f −1(U)→ U:

Ma × U f −1(U)

U

h
≈

πU f

Ahora, supongamos que supp(ω) ⊆ U =⇒ supp(α∧ dα) ⊆ f −1(U). Aśı:

h(f ) =

∫
f −1(U)

α ∧ dα =

∫
Ma×U

h∗α ∧ h∗dα =

∫
Ma×U

h∗α ∧ h∗f ∗ω

=

∫
Ma×U

h∗α ∧ π∗Uω =

∫
U

(∫
Ma×{•}

h∗α|Ma×{•}

)
ω

=

∫
U

(∫
M•

α

)
ω =

(∫
Ma

α

)(∫
U

ω

)
︸ ︷︷ ︸

=1

=

∫
Ma

α.
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Otra fórmula integral (III)

Finalmente, si supp(ω) * U, tomamos ω′ con soporte en U e integral 1

=⇒ ω′ = ω + dβ.

α′ = α + f ∗β es una primitiva de f ∗ω′. Aśı:

h(f ) =

∫
Ma

α′ =

∫
Ma

α +

∫
Ma

f ∗β =

∫
Ma

α,

pues, para todo x ∈ Ma, (f ∗β)x es nula al evaluarla sobre vectores de

TxMa = ker dx f .
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h(f ) =

∫
Ma

α′ =

∫
Ma

α +

∫
Ma

f ∗β =

∫
Ma

α,

pues, para todo x ∈ Ma, (f ∗β)x es nula al evaluarla sobre vectores de

TxMa = ker dx f .

8



El invariante es un número entero

Proposición

El invariante de Hopf de cualquier f : S2m−1 → Sm es un número

entero.

Demostración. Sean a un valor regular y Ma = f −1(a). Tomamos

c /∈ Ma. La homotoṕıa

H : [0, 1]×Ma → S2m−1, (t, x) 7→ (1− t)x + t(−c)

‖(1− t)x + t(−c)‖

une H0 : Ma ↪→ S2m−1 con H1 ≡ −c . Además, H∗0 ≡|Ma , H
∗
1 ≡ 0.

Usando Stokes y escribiendo N = [0, 1]×Ma,∫
Ma

α =

∫
Ma

H∗0α−
∫
Ma

H∗1α =

∫
∂N

H∗α =

∫
N

H∗dα =

∫
N

(f ◦ H)∗ω.
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El invariante es un número entero (II)

Para concluir:

• f ◦ H : N → Sm entre variedades compactas de la misma dimensión.

• T. Sard: existe p ∈ Rf \ {a, f (−c)}
=⇒ (f ◦ H)−1(p) = {q1, . . . , qr} (¡y qk /∈ ∂N por la elección de p!)

• De hecho, existen W1, . . . ,Wr ⊆ N abiertos disjuntos y W entorno

abierto de p tales que f −1(W ) =
⋃r

k=1 Wk y (f ◦ H)|Wk
: Wk ≈W .

• Si tomamos ω con soporte en W , supp((f ◦ H)∗ω) ⊆
⋃

k Wk , y∫
N

(f ◦ H)∗ω =

∫
(f ◦H)−1(W )

(f ◦ H)∗ω =
r∑

k=1

∫
Wk

(f ◦ H)∗ω

=
r∑

k=1

(
±
∫
W

ω

)
=

r∑
k=1

(±1).
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Fibraciones de Hopf



Las fibraciones de Hopf

Sea F = R,C,H,O. F2 ≡ R2m, m = 1, 2, 4, 8.

Recta proyectiva FP1: cociente de F2 \ {0} por la relación de equivalencia

(z0, z1) ∼ (w0,w1) ⇐⇒

{
z−1

1 z0 = w−1
1 w0, si z1,w1 6= 0,

z1 = w1 = 0, en caso contrario.

Si equipamos FP1 con la topoloǵıa cociente, FP1 ≡ F∞ ≡ Sm.

Fibraciones de Hopf: el paso al cociente F2 \ {0} → FP1 restringido a

S2m−1:

p|S2m−1 : S2m−1 → FP1 ≡ Sm,

visto como una aplicación f : S2m−1 → Sm (sigue siendo sobreyectiva).

¡Tienen invariante de Hopf 1!
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Fibración de Hopf compleja

378 Chapter 4 Homotopy Theory

fixed ratio ρ = r0/r1 ∈ (0,∞) the angles θ0 and θ1 vary independently over S1 , so

the points (r0e
iθ0 , r1e

iθ1) form a torus Tρ ⊂ S
3 . Letting ρ vary, these disjoint tori

Tρ fill up S3 , if we include the limiting cases T0 and T∞ where the radii r0 and r1

are zero, making the tori T0 and T∞ degenerate to circles. These two circles are the

unit circles in the two C factors of C2 , so under stereographic projection of S3 from

the point (0,1) onto R3 they correspond to the unit circle in the xy plane and the

z axis. The concentric tori Tρ are then arranged as in the following figure.

Each torus Tρ is a union of circle fibers, the pairs (θ0,θ1) with θ0 − θ1 constant.

These fiber circles have slope 1 on the torus, winding around once longitudinally and

once meridionally. With respect to the ambient space it might be more accurate to say

they have slope ρ . As ρ goes to 0 or ∞ the fiber circles approach the circles T0 and

T∞ , which are also fibers. The figure shows four of the tori decomposed into fibers.

Example 4.46. Replacing the field C by the quaternions H , the same constructions

yield fiber bundles S3→S4n+3→HPn over quaternionic projective spaces HPn . Here

the fiber S3 is the unit quaternions, and S4n+3 is the unit sphere in H
n+1 . Taking

n = 1 gives a second Hopf bundle S3→S7→S4 = HP1 .

Example 4.47. Another Hopf bundle S7→S15→S8 can be defined using the octonion

algebra O . Elements of O are pairs of quaternions (a1, a2) with multiplication given

by (a1, a2)(b1, b2) = (a1b1 − b2a2, a2b1 + b2a1) . Regarding S15 as the unit sphere

in the 16 dimensional vector space O2 , the projection map p :S15→S8 = O∪ {∞} is

(z0, z1)!z0z
−1
1 , just as for the other Hopf bundles, but because O is not associative,

a little care is needed to show this is a fiber bundle with fiber S7 , the unit octonions.

Let U0 and U1 be the complements of ∞ and 0 in the base space O ∪ {∞} . Define

hi :p−1(Ui)→Ui×S
7 and gi :Ui×S

7→p−1(Ui) by

h0(z0, z1) = (z0z
−1
1 , z1/|z1|), g0(z,w) = (zw,w)/|(zw,w)|

h1(z0, z1) = (z0z
−1
1 , z0/|z0|), g1(z,w) = (w, z

−1w)/|(w, z−1w)|

Fig. 1: Imagen mediante proyección estereográfica S3 → R3 de los toros

formados por las fibras de la fibración de Hopf compleja S1 → S3 →f S2 (figura

tomada de [Hat], §4.2, ejemplo 4.45).
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Muchas gracias.
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