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TEORIA GEOMETRICA DE LA REDUCCION Y
APLICACION AL RETICULO DE TODA PERIODICO

SAMUEL M. A. LUQUE ASTORGA

RESUMEN. Este trabajo es una introduccion a la teoria de reduccién en mecanica clasica
en diferentes formulaciones geométricas: simpléctica, Poisson, bihamiltoniana y Poisson
bianclada. En concreto, estudiamos el reticulo de Toda periédico, demostrando su inte-
grabilidad completa. Logramos esto mediante un proceso adecuado de reduccién, en el
marco de los algebroides de Lie.

Palabras clave: Geometria simpléctica, geometria de Poisson, reducciéon de Marsden-
Weinstein, reducciéon de Poisson, variedades bihamiltonianas, variedades de Poisson bian-
cladas, reticulo de Toda peridédico.

ABSTRACT. This piece of work is an introduction to the theory of reduction in classical
mechanics in different geometric settings: symplectic, Poisson, bi-Hamiltonian and Pois-
son bi-anchored. More precisely, we study the periodic Toda lattice, proving its complete
integrability. We achieve this by a suitable reduction process, in the framework of Lie
algebroids.

Keywords: Symplectic geometry, Poisson geometry, Marsden-Weinstein reduction, Pois-
son reduction, bi-Hamiltonian manifolds, Poisson bi-anchored manifolds, periodic Toda
lattice.
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INTRODUCCION

Es un resultado clasico, que se remonta a Jacobi y Liouville, que si en un sistema fisico
hamiltoniano se encuentran k£ cantidades conservadas independientes, entonces, es posible
reducir las ecuaciones del sistema a un conjunto mas pequeno en el que se han eliminado
2k variables. Similarmente, en el problema de los n cuerpos, la invariancia rotacional
permite eliminar cuatro variables (la famosa «eliminacién de los nodos» de Jacobi). En el
contexto de la revolucién geométrica que experimenté la mecéanica clasica en la segunda
parte del siglo pasado —con los trabajos de Arnold, Marsden, Weinstein y muchos otros—
se desarroll6 una teoria que generaliza todos estos casos: la teoria de la reduccion, en sus
multiples formas.

Uno de los usos mas comunes de la reduccion hamiltoniana consiste en, dado un sistema de
interés, buscar un sistema sencillo en dimensiéon mayor que se reduzca al sistema original.
Este procedimiento, generalmente, permite encontrar cantidades conservadas y, en ocasio-
nes, probar de manera rapida que el sistema que nos interesa es integrable. Exploraremos
este enfoque en el presente trabajo.

En particular, estudiaremos el reticulo de Toda periddico (véase [Todal]). Se trata de un
sistema de d particulas de masas idénticas conectadas por muelles no lineales cuya fuerza
de recuperacién es exponencial, con condiciones de contorno periddicas. Sus ecuaciones de
movimiento se pueden derivar del hamiltoniano

d d
1 —z
H(x,y) = 3 E y,3+ E PRI Tpig = Tg.
k=1 k=1
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Con una transformacién parecida a la de Flaschka (véase [Fskal),

1
an = — —eTh—Th-1 b, = —=
k 1 ) k 4%,
las ecuaciones de movimiento del sistema se convierten en
ar = ag(bryr — be),  bp = a1 — ay. (1)
En este trabajo, veremos que el reticulo de Toda es completamente integrable en el sentido
de Arnold (véase [Arn]), y de ahi su importancia en la literatura: fue uno de los primeros
ejemplos de un sistema no lineal completamente integrable.

Por 1ultimo, es necesario mencionar que el sistema de Toda se puede entender, en cierto
sentido, como la discretizacién del sistema KdV (que también estudiaremos a lo largo del
trabajo). Esta idea de que el sistema KdV es el limite continuo del reticulo de Toda ya fue
desarrollada por Toda en su articulo original [Todal], y es fundamental para el desarrollo
de este trabajo, como se mencionara mas adelante. Algunas aplicaciones fisicas del sistema
de Toda se pueden encontrar en [Toda2].

1. VARIEDADES SIMPLECTICAS Y REDUCCION DE MARSDEN-WEINSTEIN

La formulacién geométrica mas extendida actualmente en el estudio de sistemas integrables
es la llamada de sistemas hamiltonianos con simetrias (véase, por ejemplo, [AbM]). Se
presentan sus rudimentos a continuacion.

(1.1) Variedades simplécticas y campos hamiltonianos. Una variedad simpléctica
M es una variedad diferenciable junto con una 2-forma w (la forma simpléctica) cerrada
y no degenerada. La no degeneracion de la forma simpléctica induce un isomorfismo
W =b:TM — T*M
X:z: — wx(X:Jca .) - sza

cuya inversa denotamos por f. Los isomorfismos inducidos entre el conjunto de campos de
M, X(M), y el de 1-formas, Q!(M), también se denotan por b y f.

Dada una funcién f € C*(M), definimos su campo hamiltoniano como
Xy ="df.
El corchete de Poisson asociado a w es la aplicacién bilineal C*(M) x C*(M) — C*(M)
definida segin
{f7 g} = W(Xf’ Xg)?

que dota a C*(M) de estructura de algebra de Lie, junto con la propiedad adicional de que
{f,®} es una derivacién (satisface la regla de Leibniz) para cualquier f € C*(M). Ademas,
el conjunto de campos hamiltonianos de M, H(M), junto con el corchete de campos, es

un algebra de Lie, de forma que la aplicacién f — X es un homomorfismo de dlgebras de
Lie entre C>°(M) y H(M). Finalmente, el corchete de Poisson es no degenerado, esto es:

{e,f} =0 = f = const.

(1.2) Acciones simplécticas de grupos de Lie. Una accién (por la izquierda) de un
grupo de Lie G (con identidad e) sobre M es una aplicacién diferenciable ¢ : G x M — M,
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(a,x) — pq(z), tal que @, es la identidad en M y pq, = @, 0 ¢y para cualesquiera a,b € G.
En particular, a — ¢, es una representacion de G en el grupo de difeomorfismos de M.

Para © € M, la drbita de x bajo ¢ es el conjunto G -z = {p.(z) : a € G}. Nétese
que la relacién de pertenecer a la misma drbita es de equivalencia. Se denota por M/G
al correspondiente conjunto cociente, que (bajo condiciones no muy limitantes) tiene una
estructura natural de variedad diferenciable.

Una accion ¢ se dice simpléctica si cada ¢, es un simplectomorfismo, esto es, preserva la
forma simpléctica w:

Paw = w,
y, en particular, el corchete de Poisson:

{fowa,gowat ={f g} 0 pa

(1.3) Generadores de la accién y aplicacién momento. Sea { € g, donde g denota
el dlgebra de Lie de G. Entonces,

R x M > (t,z) — p(exp(tf),x) € M

es un flujo en M, cuyo generador infinitesimal se denota por &), y se llama generador
infinitesimal de la accion asociado a £. Esta asignacion da una antirrepresentacién de g
en X(M):

En muchos casos, los generadores infinitesimales de la acciéon son campos hamiltonianos.
De ser asi, se dice que una aplicacién J : M — g* (el dual del dlgebra de Lie de G) es una
aplicacion momento para la accién ¢ si, para todo £ € g, la funcién h € C*°(M) definida
mediante

es un hamiltoniano para &,,.

(1.4) Reduccién de Marsden-Weinstein. Para cada a € G, sea Ad, : g — g la
aplicacion adjunta asociada a a. A la aplicacién Ad)_, : g* — g* la llamamos aplicacion
coadjunta asociada a a.

Supongamos que la acciéon de G en M admite una aplicacion momento .J equivariante
respecto de la accién coadjunta Ad*, esto es, tal que el diagrama

M —22y M

1| &
g’ A g’

conmute. Escéjase 1 € g* un valor regular de J y sea G, = Stabg(p) ={a € G : Ad, 1p =
w} el subgrupo de isotropia de G bajo la accion coadjunta. El teorema de reduccion de
Marsden-Weinstein afirma que, bajo algunas condiciones de regularidad,

M, = J_1<N)/Gu

es también una variedad simpléctica con la forma simpléctica w, que surge naturalmente
de proyectar la forma w, esto es:

* —
T = W1,
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donde 7, : J '(u) — M, es la proyeccién canénica. Ademds, si h € C®(M) es un
hamiltoniano en M invariante bajo la acciéon de GG, entonces su campo hamiltoniano tdh
es tangente a J~'(u) y h se puede proyectar a M, de forma que la dindmica hamiltoniana
en M, es la proyecciéon de la dindmica hamiltoniana en M, esto es:

W0 Wp = ¢t oy,
donde ¢" es el flujo hamiltoniano en M y @™ es el flujo hamiltoniano en M,, del hamilto-
niano proyectado, h,. Finalmente, recuérdese que el teorema de Noether (hamiltoniano)
afirma que J es constante a lo largo de las trayectorias del sistema, cuestién que queda
implicita en el teorema anterior, al menos para valores regulares de J.

Ejemplo 1.5 (Movimiento planetario). Un ejemplo paradigmético de aplicacién de la
reduccion de Marsden-Weinstein es el del movimiento planetario, o, mas generalmente, el
de una particula moviéndose en un potencial central. En este caso, M = T*(R? \ {0}) =
(R*\ {0}) x R? con la forma simpléctica estdndar w = dg* A dp; (usamos el convenio de
indices repetidos). El hamiltoniano de dicha particula es

H(q,p) = -+ V([all).

que es invariante bajo la siguiente accién de G = SO(3)":
0 :S0(3) x M — M,
(R, (q,p)) = (Rq, Bp).

Esta accién es, en los términos de [AbM], el levantamiento a T*(R3 \ {0}) de la accién de
SO(3) sobre R? \ {0}. Por tanto, admite una aplicacién momento Ad*-equivariante dada
por

(J(a,P); )so3) = (P, Ero\ 0} (A))mo\ (0} (2)
Si identificamos, como se hace habitualmente, s0(3) con (R3, x), esta aplicacién momento
se expresa J(q,p) = q X p, esto es, (J(q,p),&) = (@ X p) - £. J es el momento angular
usual. Escogido un valor 0 # u € s0(3) (excluimos el 0 para que p sea un valor regular),
J 71 () es el conjunto de pares (q,p) tales que g x p =y G, es el grupo de rotaciones
cuyo eje es la direccién de p”.

En definitiva, aplicando lo que se dice en 1.4, el movimiento de una particula con momento
angular p estd confinado en J~!(u). La variedad reducida es M, = J'(u)/G,, que se
identifica naturalmente con (0, 00) X (0, c0) con coordenadas (r, p), donde r = ||q||, p = ||p||-
La forma simpléctica w, en M, es dr A dp, de manera que las ecuaciones de Hamilton se
obtienen de la forma habitual a partir de un hamiltoniano expresado en coordenadas (r, p).
El hamiltoniano reducido es

p2
H#(’f‘,p) = 5 + V(T)a

y sus trayectorias (r(t), p(t)) coinciden con (||q(¢)||, [|p(¢)]|), donde (q(t), p(t)) es la corres-
pondiente trayectoria de H.

IEn realidad, la accién sobre p deberfa ser (RT)~'p, pero, como R es ortogonal, (RT)~! = R.
2Recuérdese que las acciones adjunta y coadjunta de SO(3) sobre s0(3) = s0(3)* = R? son la accién
estandar de SO(3) sobre R?.
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2. VARIEDADES DE POISSON Y REDUCCION DE MARSDEN-RATIU

El marco geométrico que se presenta a continuacion es, en cierto sentido, mas general que
el anterior (pues lo engloba): en lugar de una forma simpléctica en M, lo que se tiene es
un corchete de Poisson en C*(M). Dicho corchete no proviene en general de una forma
simpléctica en M; como mucho, existe una foliacién de M en variedades simplécticas
compatibles con la restriccion del corchete de Poisson. Por dltimo, también se presenta la
llamada reduccion de Marsden-Ratiu (ver [MR]), que, de forma similar a la de Marsden-
Weinstein, permite obtener una variedad de Poisson «reducida» a partir de un distribucién
integrable en M y una subvariedad distinguida.

(2.1) Variedades de Poisson. Una variedad de Poisson M es una variedad diferenciable
junto con un corchete de Poisson. Un corchete de Poisson es un corchete de Lie en el espacio
C>(M) que ademés cumple que {f, e} es una derivacién para toda f € C*(M). Esto es,
una aplicacién bilineal antisimétrica que satisface la identidad de Jacobi y la regla de
Leibniz.

A diferencia del corchete de Poisson de una variedad simpléctica, un corchete de Pois-
son genérico puede ser degenerado, es decir, pueden existir funciones f no constantes en
involucion con todas las funciones definidas en M:

{o,f} =0.

Dichas funciones se llaman funciones de Casimir.

(2.2) El bivector de Poisson. El bivector de Poisson es el inico bivector m en M que

cumple
{f,9} ==(df,dg) (3)
para cualesquiera f,g € C*°(M). En coordenadas, sus componentes 7/ (z!, ..., z") son los
corchetes de Poisson de las correspondientes funciones coordenadas:
Tzt .. ") = {2t 27}

De manera parecida a lo que ocurre en una variedad simpléctica, el bivector de Poisson
induce una aplicacién

=4 T"M — TM,

Oy > Wm(.v a/x) - ﬁamv

(4)

que también da lugar a una aplicacién Q'(M) — X(M). Como antes, esto nos permite
definir el campo hamiltoniano de una funcién f € C*(M): X; = *df. Esto se expresa
localmente segin

of

i’
Igual que antes, H(M) con el corchete de campos es un élgebra de Lie, de manera que la
aplicaciéon f — Xy es un homomorfismo de algebras de Lie entre C*(M) y H(M):

(X5, Xg] = Xis.gy- (5)
El nicleo de este homomorfismo esta compuesto precisamente por las funciones de Casimir.
Su imagen se corresponde con la distribucién C generada por los campos hamiltonianos.

La anterior ecuacion implica que dicha distribucion es involutiva. Sin embargo, en general
es singular (es decir, los espacios C, no tienen todos la misma dimensién), asi que es

Xy, .2 =79 (!, .. 2")
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necesaria una condicién técnica adicional para garantizar su integrabilidad. En este caso,
si que es integrable en general (ver [Vai], cap. 2). Sus variedades integrales maximales son
subvariedades simplécticas de M llamadas hojas simplécticas. La forma simpléctica w en
una hoja cualquiera N se define segun la relacién

wia,?B) = m(a, B),

donde «, 8 son 1-formas en M tales que o, ¥8 son tangentes a N (nétese que todos los
campos en X(N) son sostenidos de 1-formas de M).

(2.3) Reduccién de Marsden-Ratiu. Sea (M, {e, e}) una variedad de Poisson, S C M
una subvariedad e i : § — M la inclusién. Sea D C TM|g una distribuciéon en TM
definida posiblemente solo en los puntos de S. Supondremos que:

(H1) DN TS es una distribucién integrable en T'S, luego define una foliacién F en S.

(H2) La foliacién F es reqular, asi que el espacio de hojas S/F es una variedad y la
proyeccién p : S — S/F una sumersién.

(H3) La distribucién D deja el corchete {e, } invariante, en el sentido de que si F,G €
C*>(M) son funciones con derivada nula en D, entonces {F, G} también.

(H4) *D° C TS + D, donde DY = {a, € TEM : a,(D,) = 0} es el aniquilador de D.

En este caso, el teorema de reduccién afirma que N = S/F tiene una estructura de Poisson
{e, o} tal que para cualesquiera f, g € C®(N) y cualesquiera extensiones F,G de fopy
g o p con derivada nula en D,

{F,.G}oi={fg}nop. (6)
En cuanto a la dindmica: si h € C*°(M) es un hamiltoniano para el cual la subvariedad S
se conserva’, entonces h se puede proyectar a N de forma que la dindmica hamiltoniana
en N es la proyeccion de la dinamica hamiltoniana en M, esto es:

powt=gfop,
donde ¢" es el flujo hamiltoniano en M y <pi‘ es el flujo hamiltoniano en N del hamiltoniano
proyectado h.

3. VARIEDADES BIHAMILTONIANAS Y REDUCCION

La formulacién geométrica que se presenta en esta seccion es similar al de Marsden-
Weinstein, pero con dos diferencias importantes: la variedad M es de Poisson, en lugar
de simpléctica; y el grupo de simetria G se sustituye por un segundo corchete de Poisson
en M. Variedades dotadas de dos corchetes de Poisson compatibles (en cierto sentido que
se explicard a continuacién) se denominan variedades bihamiltonianas. En una variedad
bihamiltoniana, el segundo corchete de Poisson permite definir una reducciéon de Pois-
son en el sentido de la seccion anterior. Por 1ltimo, veremos que en la variedad reducida
existe una manera sistematica de encontrar cantidades conservadas para ciertos sistemas
hamiltonianos.

(3.1) Variedades bihamiltonianas. Sea M una variedad diferenciable dotada de dos
corchetes de Poisson {e, e} y {e e} Se dice que M es una variedad bihamiltoniana si el

3Se dice que una subvariedad S se conserva si el campo hamiltoniano XJ, es tangente a S.
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corchete dado por la combinacién lineal

{frghv={fg} +Mfg}, AeR

satisface la identidad de Jacobi para cualquier valor real de A. Esto equivale a que la
siguiente condicién de compatibilidad

{f{g.h}}+{nAS 9} +{g.{h, f}'}+ -
+{fA{g, h}Y +{nAf 93} +{9.{h. f}} =0

se cumpla para cualesquiera tres funciones f,g,h € C*(M). En tal caso, se dice que el
corchete {e, @}, es el haz de Poisson determinado por los otros dos corchetes.

Si se parte de una variedad de Poisson (M, {e, e}) v se escoge un campo X, el corchete

es compatible con el primero en el sentido anterior, convirtiendo autométicamente a M en
una variedad bihamiltoniana. En este caso, se dice que M es una variedad bihamiltoniana
eracta y al campo X lo llamamos campo caracteristico de M.

Por 1ltimo, en el contexto de una variedad bihamiltoniana, emplearemos el simbolo § para
denotar la aplicaciéon inducida por el primer bivector de Poisson, 7w, de forma que los
campos hamiltonianos asociados a funciones f seran aquellos Xy = tdf.

(3.2) Reduccién en varidades bihamiltonianas. Sea S una hoja simpléctica del bi-
vector de Poisson 7’. Denotamos por D a la distribucién generada por los campos hamil-
tonianos respecto de 7 cuyos hamiltonianos son funciones de Casimir respecto de 7'

D = (X; : f es un Casimir para ') = 7 (ker ).
Esta distribucién es involutiva, como consecuencia de las ecuaciones (5) y (7). Como antes,
no es necesariamente regular, pero se puede demostrar que es integrable (ver [MCP]). La
interseccién de S con las variedades integrales maximales de D da una foliacién regular
F de S. Se puede comprobar que las hipétesis (H1)-(H4) de 2.3 se cumplen en general,
por lo que el teorema de reduccién implica que el cociente N = S/F es una variedad

bihamiltoniana con un tinico haz de Poisson {e,e}Y tal que

{f,g}x ep={F,G}yoi
para cualesquiera extensiones F,G de fopy gop, donde p: S — S/F es la proyeccién
candnica e 7 : S < M la inclusién.

(3.3) Procedimiento de Lenard. Supongamos que X es un campo en M que es ha-
miltoniano respecto de las dos estructuras de Poisson. El procedimiento que se muestra
a continuacién nos permitird encontrar sisteméticamente cantidades conservadas para el
sistema descrito por X. En concreto, buscamos una sucesién de funciones Hy, k = 0,1, ...,
en M tales que

(1) Hp es un hamiltoniano para Xy = X con respecto a la estructura {e, e}’

(2) El campo hamiltoniano X del {e, e}'-hamiltoniano H} coincide con el campo del
{e, ®}-hamiltoniano Hj.

En tal caso, las funciones Hyp, k = 0,1,... estan en involucion con respecto a ambos
corchetes de Poisson. El algoritmo para generar los Hamiltonianos Hj se llama esquema
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de Lenard y se muestra a continuacion:

{e, o}’ — Hamiltonianos Hy, H, H,
Campos Xo X X
{e, ¢} — Hamiltonianos H, Ho Hj

;Cuando podremos encontrar tales H? Lo que se puede decir en general es que el campo
X1 generado por Hy_; siempre preserva el corchete {e, #} esto es consecuencia inmedia-
ta de la relacién (7). Si, ademads, dicho corchete es simpléctico y M satisface una condicién
topoldgica, se puede garantizar que X}, es hamiltoniano para {e,e}. En general, no siem-
pre es asi, pero si tenemos suerte y X, es hamiltoniano, se continia el proceso y asi

sucesivamente.

Una manera eficiente de calcular los Hj, del procedimiento de Lenard consiste en encontrar
casimires del haz de Poisson —esto es, funciones C' cuyos diferenciales estén en el nicleo
de my— y expandirlas, si es posible, en series de potencias de A:

C=> (—DFH,
Kk
pues, como
0= {.7 C}A = {.7 C} + A{.’ C}/’
entonces
{.7 C} = _)‘{.7 C}/v

luego los coeficientes Hj, cumplen las relaciones

{.7 Hk+1} = {.7 Hk}l’
llamadas relaciones de Lenard, que equivalen a que Hy., sea el sucesor de Hj, en el pro-
cedimiento de Lenard.

Ejemplo 3.4 (Ecuacién de KdV en la circunferencia). La ecuacién de KAV (véase [KdV]),
U + Uy + Ugze = 0, (8)

es una ecuacion en derivadas parciales que modeliza las ondas en aguas poco profundas. La
funcién de dos variables u es el desplazamiento —en altura— de un punto en la superficie
del agua a su punto de equilibrio. Imponer condiciones de contorno periédicas equivale a
ver « como una funcién definida en la circunferencia S'.

Es un ejemplo prototipico de sistema hamiltoniano integrable con infinitos grados de li-
bertad. Ademas, admite una clase de soluciones, los solitones, de gran interés fisico. Sin
embargo, el objetivo de este ejemplo es mostrar cémo obtener infinitas cantidades conser-
vadas para esta ecuacion (la llamada jerarquia KdV') a partir del procedimiento anterior.

La variedad con la que empezamos es M = Map(S!, sl(2,C)), el conjunto de aplicaciones
C* de la circunferencia en g = sl(2,C). Los puntos () se denotan por

_ (P T
Q—(q _p),
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donde p, g, r son funciones periddicas de una variable x. Un vector tangente en el punto ()

se representa por
- (p 7
a=(2 7).

(1)
v —za)

Todos son lazos arbitrarios en g. Convenimos que la actuaciéon de V' sobre () se calcula
mediante

y un covector por

V,Q) = /Sl Tr(VQ)dz.

Se puede comprobar que las siguientes expresiones definen bivectores de Poisson compati-
bles en M:

*(V) = [A, V]
(V) =V, +[V.Q],
donde V, denota la derivada del lazo V' respecto de la variable z y A es la matriz constante
0 0
A= (1 0) |

En componentes:

p:_ﬁa p:%al’_’_qg_r’Ya
I*: ¢ g=a, I : < g =y, + 2py — qa, (9)
r =0, 7= 0B, —2pB + ra.

Nétese que los campos hamiltonianos del bivector II" son exactamente los tangentes a los
subespacios afines {r = ry}, donde ry es una funcién periédica dada. La hoja simpléctica
S que tomaremos para hacer la reduccién es S = {r = 1}.

Para la distribucién D, nétese que ker I’ estd formado por los covectores que cumplen
a = = 0. Por tanto, D estara generada por los campos

p=-7 {=7+2py, 7=0 (10)
En este caso, D ya es tangente a S, de forma que la foliacién F esté determinada directa-
mente por sus hojas integrales. Eliminando ~ en las ecuaciones (10), se obtiene que, a lo
largo de los campos de D,

d
3P +p°+4q) =0,

y reciprocamente, de forma que las hojas de F son las subvariedades de S definidas por
la ecuaciéon

pe+ P+ q=u, (11)
donde u es una funcién periddica dada. Este célculo muestra que el cociente N = S/F es
C*>=(S!), y la ecuacién (11) da la proyeccién candnica p : S — N.

Para reducir la estructura bihamiltoniana a N, hay que levantar los covectores de T*N a
covectores en T*M|g que aniquilen la distribucién D. Denotemos por v a un covector en
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el punto u, y convengamos que la actuacion de v sobre un vector @ € T, N viene dada por

(v,0) = / v(x)u(z)de.
St
Levantar v consiste en encontrar un punto ) € Sy un covector V' € T; M tales que

p(Q) = U, <V7 D) = 07 <V7 Q) = <'Uap*Q>7 Q € TQM
Usando dichas condiciones, se prueba que las componentes (o, 3,7) de V' deben ser
o= —v, +2pv, [ =w, -~ =arbitraria. (12)

Para obtener la expresién del bivector reducido 7%, tan solo es necesario proyectar a N el
campo

Q=[AV],
y obtendremos una férmula que solo dependera de v. En efecto:

i =m%(0) = pe + 2+ g

© —Be — 2pB + « (13)

= —2v,.

De manera similar, el otro bivector reducido toma la forma
1
u = mt(v) = — 5 Vs + 2uv, + uyv. (14)

Con todo esto, vamos a revisar la integrabilidad del sistema de KdV. Como se vio en el
punto 3.3, la integrabilidad de esta clase de sistemas esta relacionada con que el sistema
sea hamiltoniano respecto de ambas estructuras de Poisson y el procedimiento de Lenard
se pueda continuar para encontrar infinitas cantidades conservadas. Como también vimos,
es conveniente estudiar el nicleo del haz de Poisson. Esta formado por las 1-formas v en
N que resuelven la ecuacion

1
— Uz + 2(u + NV, + uzv = 0.

2
Esta ecuacién se puede integrar inmediatamente observando que
1 0 (1 1
v (—ivxm +2(u+ Nv, + uxv) =5 <Zvi — 5Vl + (u+ )\)v2> ,
y por tanto consideramos la ecuacion
1 1
LU~ 5P+ (ut Ao = a(h), (15)

donde a(A) no depende de z. Cualquier solucién (u,v) de (15) serd una 1-forma en el
niicleo del haz de Poisson. Pongamos a(\) = A. Si, ademas, llamamos \ = 22, observamos
la ecuacién anterior se puede escribir en la forma de una ecuacion de Riccati,

z 1w, z 1o, 2 9
-—4+-—— +{-"F+=—] =u+2z.
v 2v /), v 2w

Por esta razon, definimos
z 1w,
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Se puede comprobar (ver [MCPF]) que las soluciones de la ecuacién (15) son exactas y
que su primitiva es la funcién
H =2z / h,
Sl

que, por tanto, es una funcion de Casimir para el haz de Poisson. Asi pues, hemos mostrado
que resolver la ecuacién de Riccati

hy + h* = u + 2* (16)

da una manera de calcular funciones de Casimir del haz de Poisson. Si expandimos h en
potencias de z de la siguiente forma

h(z) =z + Z hyz "k
E>1

podemos calcular los coeficientes hj, recursivamente, simplemente insertando la expansién
en la ecuacién de Riccati. Por ejemplo, h; = %u, hy = —Yuy, hs = Y(uge — u?). Ademds,

_ 2 8
las funciones
Sl

son los coeficientes de la expansion de H en potencias de z. Como
z2{o, H} = {e, H},
los H;, cumplen las relaciones de Lenard
{e, H,} =0,
{'; H2k+1}/ = {0, H2k71}-
Se puede comprobar que este proceso recursivo da infinitos Ho,; funcionalmente inde-
pendientes, que por tanto seran infinitas cantidades conservadas para cualquiera de sus

sistemas hamiltonianos. En concreto, la ecuaciéon de movimiento obtenida a partir de Hj
mediante 7’ es la de KdV (8). Esto completa la revision de su integrabilidad.

4. VARIEDADES DE POISSON BIANCLADAS

El dltimo elemento geométrico que introduciremos es el de variedad de Poisson bianclada
(segtn la definicién de A. Meucci, véase [Meu]). Para ello son necesarias unas definiciones
previas:

Definicién 4.1 (Algebroide de Lie). Un algebroide de Lie' es una tupla (M, E, {e, e}, A),
donde

(1) M es una variedad diferenciable.

2) E es un fibrado vectorial sobre M.

(2)
(3) {e,®} es un corchete de Lie en el espacio I'(E') de secciones de E.
(4)

4) A: E — TM es un homomorfismo de fibrados vectoriales, llamado ancla, que induce
un homomorfismo de dlgebras de Lie A : I'(E) — X(M):

A({s,t}) = [A(s), A(t)], s,tel(E).

4E] término algebroide de Lie tiene su origen en que un dlgebra de Lie es un algebroide de Lie sobre un
punto, M = {z}.



12 SAMUEL M. A. LUQUE ASTORGA

Nos interesa fijar una variedad M y un fibrado F y dotarlos de dos estructuras de algebroide
de Lie (M, E,{e,0} A)y (M, E, {o 0} A’). Se consideran el haz de aplicaciones bilineales
antisimétricas
[s,th = (5,1} + Ms, 8}, s,t € T(E).
y el haz de aplicaciones
Ax(s) = A(s) + ANA'(s), sel(R),

con A un parametro real. A la vista de esto:

Definicién 4.2 (Compatibilidad entre algebroides de Lie). Se dice que los dos algebroides
de Lie anteriores son compatibles si (M, E,{e, 0}, Ay\) es un algebroide de Lie para cada
valor real de A. En tal caso, se dice que (M, E,{e, e}, A)) es un haz de algebroides de Lie
y que Ay es un haz de anclas.

No es muy dificil comprobar que la condicién de compatibilidad se reduce a
[A(s), A'(0)] + [A'(s), A(t)] = A({s,t}') + A'({s,1}). (17)

En este contexto también se puede definir una relacién entre covectores de la siguiente
forma: si denotamos por A*, A™ : T*M — E* a las anclas duales, se dice que un covector
a esta relacionado con otro 3, escribimos a ~ (3, si

A*a = A”B. (18)
Téngase en cuenta que esta relacion no es necesariamente simétrica.
(4.3) Variedades de Poisson biancladas. Sea M una variedad de Poisson con bivector
Ty, como antes, con dos estructuras compatibles de algebroide de Lie. Estas tres piezas

se terminan de ensamblar mediante dos aplicaciones .J,J' : T*M — E que satisfacen la
siguiente condicién: si a ~ 3,

() = A'(J(a) + J'(8)),
©(8) = A(J (@) + J'(B)).

En tal caso, se dice que M es una variedad de Poisson bianclada. La situacion se resume
en el siguiente diagrama:

(19)

ot

a > m(a)
~ J(a) +J'(B)
8 / = X ()

5. EL RETICULO DE TODA EN ESTE FORMALISMO

Comenzaremos a estudiar el reticulo de Toda de manera casi andloga a lo que se hizo
en el ejemplo 3.4 con el sistema KdV. El espacio de fases de la jerarquia KdV es un
sistema bihamiltoniano obtenido mediante un proceso de reduccién aplicado al espacio
Map(S!, 5l(2, C)) de aplicaciones C* de la circunferencia S! al dlgebra de Lie sl(2, C). Para
pasar al caso discreto, es muy natural reemplazar la circunferencia S! por el grupo ciclico
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Zq. Ademas, en nuestro caso, es conveniente reemplazar s((2, C) por el grupo GL(2,R). De
esta forma, la variedad inicial sera el conjunto M = Map(Zy4, GL(2,R)) de aplicaciones de
Zq a GL(2,R), o, dicho de otro modo, el conjunto de d-tuplas de matrices 2 x 2 invertibles.

Por desgracia, en este caso, no es posible dotar a M de una estructura bihamiltoniana;
en su lugar, describiremos en ella una estructura de variedad de Poisson bianclada. Tras
un proceso de reduccion de Marsden-Ratiu, obtendremos una variedad N que si serd
bihamiltoniana y nos permitira obtener las ecuaciones que describen el reticulo de Toda,
asi como todas sus cantidades conservadas.

Denotaremos a los elementos de M por
q=(q"...,q%, donde
ko ok
k _ a7 4o k=1 d
q <Q§ qic) ) ) )
A lo largo de la discusion que sigue, lidiaremos siempre con d-duplas de matrices, y esta-
blecemos el convenio (e)"4 = ().

Los campos tangentes a M se representan mediante d-tuplas (¢!, ..., ¢%) de matrices 2 x 2
cuyas componentes son funciones del punto ¢ € M. Del mismo modo, las 1-formas en M se
representan mediante d-tuplas (o, ..., a?) de matrices 2x 2 con componentes dependientes
del punto. La actuacién de la forma « sobre el campo ¢ resulta en la funcién escalar

(,d) = D" Tr(a" ),

(5.1) Estructura de Poisson en M. A continuacién, equipamos a M de una estructura
de Poisson. Se comprueba rapidamente que la aplicacién IT"* : T*M — TM dada por

" = ()" = ¢"a"b — ba’q", (20)

donde b es cualquier matriz prefijada, es un bivector de Poisson. En virtud de las ecuaciones
(3) v (4), esto quiere decir que el corchete en M se calcula segin

{f.g} = (df, 11"dg).

Para recuperar las ecuaciones de Toda, escogemos

()

De esta manera, la forma explicita del bivector de Poisson es

ko kK E k k kE k E k
47 = @a0iz3 — (30, (5 = —Q(y — Ay,

k_ k k k k k_
43 = qzaq — qyaz, gy = 0.

(5.2) Algebroides de Lie en M. Vamos a definir dos algebroides de Lie compatibles en
M. Primero, consideramos el fibrado trivial

E =M x (Mat(2,R))?,

donde (e)? denota el producto cartesiano (e) x x (e). Las secciones I'(E') de este fibrado
son las d-tuplas (s',...,s%) de matrices 2 x 2 cuyas componentes son funciones del punto
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q € M. Ahora, definimos el haz de anclas A, : E — TM:

¢ = Ax(s)" = s"TH(q" + \b) — (¢F + \b)s”. (21)
En componentes:
gy = (7' = sP)ar + 55715 — g5s5) + Ay = s),
G5 = (s7q5 + s57q) — shai — a5s}) — As3,
d'gf (s kHQf + SkHQ:I)f - 9331 - Q433) + >‘3§+17
q.zlf = (s3 a7 5 T+ SkHCL’f - Q332 Q434)

Para finalizar, definamos un haz de corchetes en I'(E). La ecuacién de compatibilidad (17)
sugiere tomar

{s, 1} = tFA(s) — sTA(t) + X (tF A (s) — sEA'(t)) + t7s" — sMt¥,

donde t,q es la derivada de la seccion t en la direccion del vector ¢ e identificamos TE =
E. Es una comprobacion rutinaria que las anteriores definiciones resultan en un haz de
algebroides de Lie en M.

(5.3) Relacién en las 1-formas. Primero, obtengamos una expresion del haz de anclas
duales A5 = A* + AA™*. Un elemento ¢ del fibrado dual E* se puede representar mediante
una d-tupla (£%,...,£%) de matrices 2 x 2, conviniendo que la actuacién de & sobre un

s=(s") € Fes
d
= ZTr(gksk).
k=1

Por ende, el ancla dual A3 : T*M — E* se puede ver como una aplicaciéon que toma una
forma lineal « definida en el espacio tangente a un punto ¢ € M y le asocia una d-tupla
(€%) de matrices. En este caso, A} toma la forma

F = A5 ()F = ("1 + Ab)am Tt — aF(¢" + Mb).

Con esta férmula y la definicién (18), es inmediato verificar que a ~ f3siy solo si

k—1 kl k—1 kl k k k k

q + ¢ — gy — Qrq3 = 1 61?
k—1 kl k=1 _k—1 k k k-1

q; +qy oy —a1q2—a2q4— 2
k—1 kl k=1 _k—1 ok

qs +q; Qg _a3Q1_O‘4Q3——B37

k-1 k-1 k—1 k-1 k k k k
G3 0y  +qy oy —a3qy —ayq = 0.

(5.4) Estructura de variedad de Poisson bianclada. Finalmente, definimos las apli-
caciones J,J' : T*M — E de 4.3:
s" = J(a)* = af¢", s" = J'(a)" = —a*b.

Estas aplicaciones cumplen las relaciones (19), por lo que, finalmente, M —con todos los
objetos definidos anteriormente— es una variedad de Poisson bianclada.

6. LA REDUCCION

En esta seccién, vamos a aplicar una reduccion de Poisson en M para obtener una nue-
va variedad N, de dimensién menor, con una estructura geométrica similar. Mas tarde,
descubriremos que en N se puede utilizar dicha estructura para definir una bihamiltoniana.
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(6.1) La subvariedad. Como primer paso, tomamos la distribucién Im IT*+Im A’ C TM,
que es integrable. En concreto, sus hojas integrales maximales son los 3d-subespacios afines

de la forma .
E_ (491 42
q <q3 yk) )
con V¥ constante. La subvariedad distinguida S que tomaremos sera la hoja correspondiente
a v* = 0 para todo k.

(6.2) La distribucién. El haz de anclas nos permite definir la distribuciéon D = A(ker A'),
que es la que tomaremos para realizar la reduccién. Como se menciona en 2.3, solo estamos
interesados en los valores de la distribucién sobre los puntos de S, D|g = DNTM|s. Un
célculo directo muestra que D|s N'TS estd generada por los campos de la forma

q]f = 07 qg = _quéc, ng - /“Lk—H b (22)
para p* arbitrario. Esto muestra que es regular de rango d. Ademds, es involutiva, lue-
go, segin el teorema de Frobenius, integrable (y la foliacién F resultante es regular). A
partir de la expresién (22), es inmediato ver que, a lo largo de los campos que generan la
distribucion, 1 1

0 =0 dt(f]é““qg) 0,

luego las funciones

af =qi, a5 =gt (23)
son constantes en las hojas de la foliacion. De hecho, las subvariedades de nivel dadas
por {¢¥ = const. qk“qéf = const. # 0} —cuya unién es S— son conexas, de la misma

dimension que las hojas de F, luego coinciden con F.

(6.3) La variedad reducida. La variedad reducida N es el cociente S/F, que tiene
dimensién 2d y, por lo que acabamos de ver, se puede dotar de coordenadas (af, ak)x=1 .4,
ak # 0 (esta dltima condicién es consecuencia de que ¢* € GL(2,R)). De esta manera, las
féormulas (23) también permiten calcular la proyeccién canénica p : S — N.

(6.4) El corchete de Poisson en N. Veamos explicitamente que N hereda la estructura
de Poisson de M, es decir, que la férmula (6) induce un corchete de Poisson en N. Para
ello, siguiendo las ideas de [MR], para cada 1-forma ¢ en N, p*¢ debe poder extenderse
a una l-forma a en M (posiblemente solo definida en los puntos de S) que aniquile la
distribucion D. Esto significa:

(,D) =0, {a,q) =(p,psq), ¢€TS
Tenemos que comprobar que la expresion
() = p.(I%()) (24)

estd bien definida (no depende de la extensién «) y determina una estructura de Poisson
en N. Si escribimos ¢ = 37 (ohdak + phdak), cualquier extensién a tendra la forma

o = < w’f qé”%)
k—1 k )
Q3 802 Oy

donde of es libre. Aplicando la férmula (24), se obtiene la expresién de 7'*:

-k k-1 k-1 k k k_ k k+1
ay = ay Py — APy, a2—a2(g01 ©i),
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que es una de las estructuras de Poisson del reticulo de Toda periddico (ver [AdMo]).

(6.5) El fibrado y la proyeccién del haz de anclas en N. Veamos que el haz de
anclas Ay : E — TM en M induce un haz de aplicaciones a, : U — TN, donde U es un
fibrado sobre N escogido adecuadamente. Para ello, conviene intentar definir primero el
fibrado dual U* y el haz dual a}. La definicién de U y a, se seguiran inmediatamente por
dualidad.

Como antes, sea ¢ € T*N un covector y a € T*M una extension de p*¢ que aniquile D.
Calculemos las componentes de £ = A% («):

&= Mg HA) — ot + A+ o5 g g — whas T g,

&=—-0ids + 5 ' (@ + N +af g

& =95 — oy a5 gy + ) — adds,
¢ =o0.
Notese que las siguientes combinaciones

&= Mg+ A) — o + A+ o5 P e — ohab s,

G+ &as = T B d T — T T+ (T e — dhay T e (g + )

no dependen de la extensién (esto es, no dependen de af) y son invariantes a lo largo de
las fibras de la proyeccién (esto es, dependen de las coordenadas de S solo a través de las

combinaciones ¢f = a} v ¢5™'¢5 = ak). Asf pues, lo més natural es definir el fibrado dual

U* = N x R? con coordenadas (a¥, a%, n¥,n%), y la proyeccién 7 : E*|s — U* como sigue:

en la base del fibrado es la proyeccién canénica p : S — N definida segun (23), en las
fibras es la dada por las ecuaciones siguientes:

=&,
=& "5 + &5
Con todo esto, el haz dual reducido o} se define andlogamente a (24):
= ax(p) = T(43(a)),
que en coordenadas se lee
=i (e +A) = er(a) + A) + ¢ Pay T — ghas,
k k=1, k— k+1, k k k k=1, _k—1\/ k
Ty = ¥1 16‘2 t— e as + (asps — as 1‘:02 1)(a1 +A).
La expresion anterior también da la relaciéon entre las 1-formas en N. Recordemos que dos
formas ¢, 1) en N estan relacionadas si y solo si

a'p = a"ip,
que, en componentes, se lee
prat — ey +oyay T — oy Tlag ! = wf — T
af(azeh —ay 'y t) + i lay T — o lay = afyy — ay iy

Dada una forma ¢, la clase de formas relacionadas con ella es [1)] = 1) + ker a”*. Obsérvese
que, en esta estructura reducida, ker a” C ker #’. Por tanto, la siguiente asignacion

() = 7 (¥)
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estd bien definida. Se puede demostrar que induce un segundo corchete de Poisson {e, e}
en N compatible con el primero (en el sentido del punto 3.1), esto es, my = 7+ A7’ es un

haz de Poisson. EXph’citamente, a =t () se lee

= (5 ta5™! = phas)(af + A) + i lal — i e,
a’§ = ag(sol(al +) =l A s s — gy,
Esta es la estructura bihamiltoniana asociada al reticulo de Toda periédico (véase [MoP1i]),
que era nuestro objetivo: hemos llegado a una variedad bihamiltoniana que describe el

sistema de Toda mediante un proceso de reduccion aplicado a una variedad de Poisson
bianclada.

(25)

7. INTEGRABILIDAD DEL RETICULO DE TODA

Como se mencioné en el punto 3.3 y se hizo en el ejemplo 3.4, nuestra estrategia ahora es
encontrar funciones de Casimir C'(\) del haz de Poisson, expandlrlas en serie de potencias

de A,
C=> H\

y las cantidades H; estaran en involuciéon con respecto a ambos corchetes de Poisson. Si
se encuentran suficientes H; funcionalmente independientes, el sistema sera integrable en
el sentido clasico de Arnold y Liouville ([Arn]).

La siguiente proposicién, cuya prueba se puede encontrar en [Meu], da una manera sis-
tematica de encontrar funciones de Casimir para nuestro problema

Proposicién 7.1. Si hy, ..., hg € C°(N) cumplen las ecuaciones
hkthrl ( s+ + )\)hk + CLQ, (26)

entonces C(N\) = hy -+ - hq es un Casimir del haz de Poisson (25). Las soluciones hy de (26)
—1, por tanto, el Casimir C— se pueden calcular explicitamente como series de Laurent
en el pardmetro \.

Para expresar los hy en forma de serie de Laurent, basta con escribir
I
he =X+ o
Jj=1
y sustituir en (20). Los coeficientes hy; se determinan algebraicamente.

La ecuacién (26) se llama ecuacion caracteristica del sistema. Es la contraparte de la
ecuacién de Riccati (16) que aparece en el estudio del sistema de KdV. Un atajo para
calcular las soluciones a (26) es el siguiente: si llamamos

by = L, (27)
(8
la ecuacién caracteristica se transforma en el sistema lineal
pPkrs — (™ + N — aby = 0, (28)

que se puede expresar en forma matricial
Ly =0,
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donde L es la matriz de Laz

plai +2)  —p 0 s ag

ay  plaf+A) —p? ' :

L = 0 CL% . . 0
: - plaf™ +2) =

a0 uad )
y ¥ es el vector de «coordenadas homogéneas»
T
v= (v o v’

Para que (28) tenga soluciones no triviales, es necesario que det L = 0. Se puede demostrar
que la ciclicidad de la matriz L implica que su determinante es un polinomio de grado 2
en p?. Por tanto, debemos tener

0=det L = —p* + Cip + Cy, (29)
donde C} es un polinomio moénico de grado d en A:
C1(A) = Hy + Hod + -+ + Hyg A2 + K\ 4\ (30)
y la funcién C5 no depende de A:
Cy = Ky = (—1)"aja3 - - - df. (31)

Por la proposicién 7.1 y la ecuacién (27), para cualquier p que cumpla la ecuacion (29), se
tiene que pu? = hy - - - hq es una funcién de Casimir, luego C y C5 también lo son. Sus d+ 1
coeficientes dan toda la informacion geométrica relativa a la integrabilidad del sistema
de Toda: como K, K5 son funciones de Casimir para 7’ y sus hojas simplécticas tienen
dimensién 2(d — 1), las ecuaciones

K; = const., Ky = const.

describen una hoja simpléctica. Ademds, como consecuencia de las relaciones de Lenard,
los d — 1 coeficientes H; estan en involucién con respecto al corchete de Poisson {e, e}’
Como estas funciones son independientes, constituyen un conjunto completo de funciones
en involucion en la hoja simpléctica, luego los campos

Xi = 7T/ﬁ<dHZ>

describen sistemas integrables. Esta es la jerarquia del reticulo de Toda periodico de d
particulas.

8. UN EJEMPLO: EL RETICULO DE TODA DE 3 PARTICULAS

Exploremos mas explicitamente el caso d = 3. Para que las ecuaciones se lean mas facil-
mente, hacemos el siguiente cambio de notacion:

k k k k
aj = by, ay = ag, @7 Br, @y Qg

Nuestra variedad bihamiltoniana N se convierte en R® con coordenadas (ay, as, as, by, by, b3).
El haz de Poisson 7T§\ le asigna a cada 1-forma Zizl(akdak + Brdby) el campo vectorial

ap = ar(—h1ap41 + 0h—105-1 — Brp1 (b1 + A) + Be(br + N)),
6k = (bg + N\)(—awag + agp—1a5-1) + axBr+1 — ak—10k-1,
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donde k = 1,2, 3. Las ecuaciones (30) y (31) dan funciones de Casimir del haz de Poisson
anterior:
Ci(N\) = Hy + Hod+ KNP+ X3, Cy(N) = Ko,
donde
Hy = bibobs + agby + a1bs + agba,  Hz = biby + bibs + babs + a1 + a2 + as,
K1 :b1+b2+bg, Kg = a109203.
Por tanto, los dos campos X; = n*(dH,;) y Xy = 7"*(dH>) son sistemas integrables en las

hojas simplécticas de 7', que son los conjuntos de nivel de (K7, K5). Explicitamente, los
campos son

bk = Qp—1 — Af.

X - ar = g (bp1bp—1 — bp—1b + a1 — ag—1), X, - ay = ap(brr1 — b)),
159 ; 209
br = brr1ap—1 — by_1ay,

La expresién de X; es la ecuacién del reticulo de Toda periédico, (1).

9. (CONCLUSIONES Y OBSERVACIONES

En este trabajo, se ha visto la integrabilidad del reticulo de Toda como consecuencia de
un proceso de reduccién aplicado a un tipo de variedades llamadas variedades de Poisson
biancladas, pero el procedimiento de reduccién que hemos empleado, en principio, no
parece sistematico: solamente se ha aplicado a la variedad M = Map(Z4, GL(2,R)).

En esta ultima seccion, intentaremos convencer al lector de que dicho proceso de reduccion
es mas general y sistematico. Utilizamos la misma notacion que en la seccion b.

Proposiciéon 9.1. Sea M una variedad de Poisson bianclada. Sean S C M wuna sub-
variedad reqular y D = A(ker A'), y supongamos que se puede hacer una reduccion de
Marsden-Ratiu en (M, S, D) respecto al bivector 11, obteniendo una variedad de Poisson
N tal que p: S — N es una sumersion.

Sea ‘H una foliacion en el fibrado E*|s tal que
(1) H es regular, y por tanto U* = E*|g/H es una variedad diferenciable.

(2) U* es un fibrado sobre N y la proyeccion T : E*|s — U* un homomorfismo de
fibrados vectoriales.

(3) (D+TS)" C ker(1 0 A}).

Entonces, el haz de anclas duales A}, se proyecta a U*, resultando en un haz de aplicaciones
ay y el bivector ™ definido por

() =7(¢), a'p=a"
estd bien definido y es cuasi-Poisson (esto es, bilineal, antisimétrico y su corchete asociado

es una derivacion en cada componente). Si, ademds, satisface la identidad de Jacobi,
entonces m es de Poisson. Si Ima* O Ima™, entonces es compatible con 7.

Idea de la demostracion. Es una pequena comprobacién que la condicién (3) garantiza que
el haz a} esta bien definido: si ¢ es una 1-forma en N y tomamos dos extensiones «, o' de
p*e que aniquilen D, la diferencia a — o se anulard en D 4 T'S, luego 7(Aj (o — a')) = 0.
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Por otro lado, la eleccién de la distribucién D = Aker A’ garantiza que kera’ C kera,
luego Im a’* = (kera’)? D (kera)® = Im a*. Esto quiere decir que para cualquier 1-forma 3
existe alguna 7 tal que § ~ . Usando las aplicaciones J, J' y la relacién de compatibilidad
(19), se tiene que 7*(3) esté en la imagen de a’. Asi, para cada forma a € ker a’*,

w(a,8) = (0,78) € Im(@ 0 @) = {0},

a’* (a)

lo que prueba que ker a™* C ker 7/, condicién suficiente para que m esté bien definido.

Que 7 sea cuasi-Poisson se puede demostrar sin dificultad recurriendo de nuevo al truco an-
terior: la bilinealidad es evidente; la antisimetria es consecuencia de que 7’ es antisimétrico
y de la relacién (19) junto con que Ima* C Ima’™; y la regla de Leibniz es consecuencia
exclusiva de Im a* C Im a’*. O

Notese que la reduccién que se presenta en la proposicién anterior es la mas natural posible:
debido a la elecciéon de D, N es el maximo cociente de S en el que Ima* C Ima™ y por
tanto m esta bien definido y es cuasi-Poisson.

Sin embargo, el resultado anterior es (atin) muy rudimentario. Cabe preguntarse, sobre
todo, bajo qué condiciones es 7 un bivector de Poisson, incluso si son necesarias condiciones
adicionales para garantizarlo. [dem con la compatibilidad de los bivectores reducidos. Estas
cuestiones van mucho mas alla del objetivo del presente trabajo, pero espero que sirvan
como aliciente para continuar esta linea de investigacion.
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