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El reticulo de Toda periddico

M. Toda, 1970: cadena lineal de d particulas descrita por
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Fig. 1: El reticulo de Toda periédico

Uno de los primeros ejemplos de sistema no lineal completamente
integrable.
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Observaciones iniciales

1. Mediante un cambio de variable parecido al de Flaschka (1974):

1
bk =~ Yk

4 ’ 4
las ecuaciones de movimiento son
ak = ak(brky1 — bk), bk = ak—1 — ax.
2. Se puede entender como la discretizacién del sistema de KdV:

Us + Uly + Ugy = 0.

Al igual que este, el reticulo de Toda también admite soluciones
distinguidas interesantes: los solitones.




Reduccion

Procedimiento general en mecanica geométrica mediante el cual las
simetrias de un sistema mecanico permiten eliminar algunos grados de
libertad, reduciendo el espacio de fases y la dinamica.
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simetrias de un sistema mecanico permiten eliminar algunos grados de
libertad, reduciendo el espacio de fases y la dinamica.
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(Espacio de fases reducido M,eq, Hamiltoniano reducido Hieq)

Ejemplo paradigmatico: movimiento planetario.

Existen muchas teorias de reduccién, una por cada formulacién
geométrica de la mecanica.
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Reduccion de Marsden-Ratiu

Sea (M, H) un sistema hamiltoniano. Ingredientes:

e S C M invariante por Xp.

e F "buena” foliacién en S (grados de libertad ignorables).

Entonces, hereda un corchete de Poisson {e, e}, y la
dindmica hamiltoniana se reduce: : Mieg — R.
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Geometria bihamiltoniana

El espacio de fases M tiene {o,0}, {0, 0}/
compatibles:

{0,080}, :={e 0} + \{o, o}

es un corchete de Poisson V.

Reduccién bihamiltoniana: una reduccién de Poisson en (M, {e o} ))
s (Mreda {.v .};\Ed)'

Procedimiento de Lenard

{e, e}’ — Hamiltonianos Ho Hq Ho
Campos Xo X1 Xa
{e, } — Hamiltonianos H, H> Hs
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Geometria de Poisson bianclada

El espacio de fases M tiene:

e Una estructura de Poisson 7.
e Dos algebroides de Lie (E, {e,e};, A;) compatibles: Ay = A+ \A".

e Dos aplicaciones J, J' : T*M — E, que sueldan todas las piezas:

donde a ~ f < A*a = A*[.




La integrabilidad del sistema de
Toda
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El sistema inicial

e Espacio de fases: M = Map(Z4, GL(2,R)): discretizacién de
Map(S?, s1(2,C)). Sus elementos son:

g=(q"....,q%), donde

k k

k a 9

g =% 5l k=1....d
d3 Qg

e Estructura de Poisson bianclada: Un bivector de Poisson [T, un
haz de algebroides (E, {e, 0}, Ay) y dos aplicaciones J, J'.
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La reduccion

Hacemos una reduccién de Marsden-Ratiu en M:

e Subvariedad: Escogemos

Kk _k
. @ k k
S= 2 q5q3 70 5.
{<q§ 0) ”#}

e El espacio reducido: Viene dado por las coordenadas

kK Kk _k+1 _k
Q =4, 9=0q; Q3.
e La estructura en el espacio reducido: Estructura de Poisson
bianclada en M ~~ estructura bihamiltoniana en el espacio reducido:
(N,7y), que es el espacio de fases del sistema de Toda.
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Integrabilidad del sistema de Toda (1)

Idea: encontrar un casimir C(\) de 7wy, {®, C(A\)} = 0. Si expandimos
C(A) =) _HN,

se tendrd {e, H;}' = —{e, H;;1} (relaciones de Lenard).
Proposicion

Si hx € C*°(N) cumplen la ecuacion caracteristica
k+1 3
hehiir = (a5 + N by + a5,

entonces C(A) = hy -+ - hy es un casimir del haz de Poisson.
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Integrabilidad del sistema de Toda (Il)

En consecuencia de lo anterior: si

plap+A)  —p? 0 o5 a3
a pai + ) —p? :
L= 0 a3 0 )
: = plait+A)
—pl 0 e ag~t w(as + )

y ponemos det L = —u?? + Ciu? + G, se tiene:

Gi(A) = Hi+ Hod + - + Hgo X724+ Kdd =t 4 0\,

G =Ky =(—1)9t1ala2. .. ad.
y, en {Ky = const., K, = const.}, las H; son un CCFI para 7’
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Ejemplo: el caso de 3 particulas

Cambio de notacion:
k k k k
alekv ap > Ak, ¢1H5k7 P > Q.
Las funciones anteriores son

Hy = bibobs + asby + a1b3 + azby, K1 = by + by + bs,
Hy = biby + bibs + bobs + a1 + a» + a3, K, = ajazas.

En particular, el sistema

9 = ak(brr1 — by),
X, : {f’k ak(bri1 k)
bk = dk—1 — dk-

es integrable.

12




Conclusiones y observaciones




El procedimiento es, en realidad, sistematico...

Sea M una variedad de Poisson bianclada. Escogemos

13



El procedimiento es, en realidad, sistematico...

Sea M una variedad de Poisson bianclada. Escogemos

S C M una subvariedad regular.

13



El procedimiento es, en realidad, sistematico...

Sea M una variedad de Poisson bianclada. Escogemos

S C M una subvariedad regular.
F la foliacién integral de A(ker A").

13



El procedimiento es, en realidad, sistematico...

Sea M una variedad de Poisson bianclada. Escogemos

S C M una subvariedad regular.
F la foliacién integral de A(ker A").

H una foliacién en E*|s.

13



El procedimiento es, en realidad, sistematico...

Sea M una variedad de Poisson bianclada. Escogemos

S C M una subvariedad regular.
F la foliacién integral de A(ker A").

H una foliacién en E*|s.

Bajo algunas condiciones técnicas, el haz de anclas duales A} se
proyecta a E*|s/H, y el bivector 7 definido en por

(o) = 7(y), ap=a"

estd bien definido y es

13



El procedimiento es, en realidad, sistematico...

Sea M una variedad de Poisson bianclada. Escogemos

S C M una subvariedad regular.
F la foliacién integral de A(ker A").

H una foliacién en E*|s.

Bajo algunas condiciones técnicas, el haz de anclas duales A} se
proyecta a E*|s/H, y el bivector 7 definido en por

() =a"(y), a‘p=a"

estd bien definido y es . Si es de Poisson y Im a* D Im a’*,
entonces es compatible con 7’.
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Muchas gracias.
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